i HERAUSGEGHBEN iBHN: | 


58 Wad ba Meet ty, 0 ee VQ) poare, Or rereoen 


Ln 


We Bee 


ae FORO: (2:.BAND. a 


ee 


LEIPZIG, 
DRUCK UND NERLAG YON B. G. THUBNER. 
1901. 





BIBLIOTHECA MATHEMATICA. 


ZEITSCHRIFT FUR GESCHICHTE DER MATHEMATISCHEN WISSENSCHAFTEN, © 
DRITTE FOLGE. 


Herausgegeben von @. Enestrém in Stockholm, Brahegatan 43. 
Druck und Verlag von B. @. Teubner in Leipzig, Poststralse 3. 


iB 
aoe 
Qu Alle fir die Redaktion bestimmten Sendungen (Briefe, Manuskripte Re- 
censionsexemplare u. s. w.) wolle man richten an den Herausgeber der Bibliotheca 
Mathematica: 


Herrn G. Enestrim, Stockholm (Schweden), Brahegatan 43 


oder an die Verlagsbuchhandlung B. G. Teubner in Leipzig, Poststrafse 3, die um | 
schnellste WeiterbefGérderung an die Redaktion besorgt ist. 


@ap Die Herren Verfasser erhalten von gréfseren Aufsitzen 20 mit on ver- 
sehene, von kleineren Aufsitzen u.s.w. 10 Sonderabdriicke unentgeltlich, eine {sere 
Anzahl dagegen, als die génannte, zu den Herstellungskosten. 


@a5 Jeder Band der Bibliotheca Mathematica umfafst gegen 30 Druckbogen in 8 bis 
4 Heften und kostet 20 Mark; jahrlich soll zunichst etwa ein Band ausgegeben werden, 
Alle Buchhandlungen und Postanstalten nehmen Bestellungen an. 


cm 


INHALT DES VORLIEGENDEN HEFTES. 


Physikalisches und Technisches bei Philon von Byzanz. Von Wilhelm Schmidt 
in Helmstedt . 


Uber die Mondkarten des Langrenus. Von Walter ¥, Wislicenus in Strafsburg i. E. 

Eugenio Beltrami e le sue opere matematiche. Di Gino Loria a Genova. Con 
un ritratto di E. Beltrami in fotolitografia. LAr aca es lak oO Se 

Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage von Cantors ,, Vorlesungen tiber Geschichte 
der Mathematik“. Yon G. Enestrim, @. Vacca, M. Koppe . 

Vermischte historische Notizen. Von @. Hellmann . 

Anfragen. Yon G. Enestrim 


Recensionen. 
Cantor, Vorlesungen fiber Geschichte der Mathematik I1*: 3. Von G. Enestrém . 


Neu erschienene Schriften . 


Autoren-Register. — Zeitschriften. 
Geschichte des Mittelalters, — Geschichte der neueren Zeit, — Nekrologe. — 
Aktuelle Fragen. 


Wissenschaftliche Chronik . 
Ernennungen. —. Todesfialle. 
Arbeiten. — Vorlesungen tber Geschichte der Mathematik, — Mathematiker-Versamm- 


lungen im Jahre 1901. — Gekronte Preisschriften. — Preisfragen gelehrter Gesell- 
schaften. — Vermischtes, 5 


Namenregister 





& 
S . 
We 
me 
Ce 
z@ 
= i 
© 
a) 





pg fn Jf, 
Cigene LJeUvramre 


“ 
















Physikalisches und Technisches bei Philon von Byzanz. 
Von WILHELM ScuMmipt in Helmstedt. 


Pimtons Lebenszeit steht nicht fest, sie wird aber mit einiger Wahr- 
scheinlichkeit in die 2. Hiilfte des 3. Jahrhunderts v. Chr. gesetzt. Jeden- 
falls hat er vor Virruv und Heron, aber nach Kresipios  gelebt; 
vielleicht ist er ein Zeitgenosse des APOLLONIOS. PIHILON  verfalste, 
nachdem er sich in Alexandrien und Rhodos im Verkehr mit Architekten 
wid Mechanikern (reyvituc) noch weiter ausgebildet hatte, eme umfang- 
reiche ‘Mechanische Sammlung’ (Myyavixn) odytegig), von der’ uns nur 
ein kleiner Teil erhalten ist. Verloren sind das erste Buch mit den 
einleitenden Abschnitten (8. 56, 12 10 zegl rijg eloupoyiig Bipdt@) bis 
auf die bei Kurokios erhaltene, der Hrronischen iihnliche Lésung des 
Delischen Problems (8. 51,51 zaré tov tod xvpov dirdcorcoudy ‘Wiirfel 
verdoppelung’')) das zweite iiber die Hebellehre (Moydtzc), das dritte iiber 
den Hafenbau (Acuevorotizé) und das Buch iiber die Automaten. Von 
den letzten Biichern iiber die Verteidigung und Belagerung der Stiidte u. a. 
haben wir nur wenige Exeerpte, die in den Ausgaben als sog. 5. Buch 
vereinigt sind. Dagegen ist vollstiindig erhalten das 4. Buch iiber den 
Geschiitzbau (Bedozorizé). Von dem urspriinglichen 5. Buche, welches 
vermutlich die Pneumatik enthielt, waren bisher nur Fragmente in einer 
lateinischen Ubersetzune bekannt (s. Heron. Op. I, 459 ff). Dann wies 
Herr CARRA DE Vaux in der Bibliotheca Mathematical ,, 1900, S. 28 ff. 
aus Oxforder Handschriften cinige Luftdruekwerke PrtLons nach und hat 
jetzt in einer Handschrift der Hagia Sophia (3713?) die Existenz der voll 
stindigen PuiLonischen Pneumatik in arabischer Ubersetzung festgestellt 
(vel. Biblioth. Mathem. a.a. O. S$. 35). Die Identitit der arabischen 
Schrift mit Puttos griechischer Pneumatik steht nach brieflicher Mit 
tellung CarRAs DE VAux jetzt aufser Zweifel, weil die Konstantinopeler 
Hs. in ihrem ersten Teile auch die bisher bereits bekannten Abschnitte 
der Puitonischen Pneumatik enthiilt. Es ist das eine erfreuliche Be- 
reicherung unserer Kenntnisse, und wir miissen DE VAUX wie schon fiir 


1) Die zu Grunde liegende Figur wird ohne Beweis 8. 52, 1—27 von Puro 
erliiutert. Vel. auch Jahresber. f. Altertumswiss. 108:1, 1901, S. 94. 


Bibliotheca Mathematica. ILI. Folge. II. 25 
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die Herronische Mechanik, auch fiir diese Entdeckung dankbar sein, 
nicht minder aber der Teubnerschen Verlagsbuchhandlung, dafs sie sich 
entschlossen hat, uns das neue Werk in arabisch-franzésischer Ausgabe in 
der ,Bibliotheea Teubneriana* zugiinglich zu machen. 

Es stehen aber auch im vierten Buche eine Anzahl physikalischer 
Angaben, die von Interesse und noch nicht allgemein bekannt sein diirften, 
Denn die Pariser Ausgabe des PHILON in den Veteres mathematicé (1693 
ist durchaus unbrauchbar, KOcuLty hat uns den Text freilich in seinen 
Kriegsschriftstellern (1853) niiher gebracht, aber wesentliche Fortschritte 
in der Textgestaltung weist erst die Ausgabe der Mechanica syntaxis von 
Rt. Scubne (1893) auf. Diese liegt daher den folgenden Notizen zu Grunde, 

In das Kapitel der praktischen Anwendung der Lehre vom Hebel ge- 
héren die Vorschriften, welche Puito Mech. synt. IV, S$. 59, 16 ff giebt: 
‘Da niimlich die gréfseren Kreise iiber die kleineren das Ubergewicht 
haben, welche um denselben Mittelpunkt liegen, wie wir in der Lehre rom 
Hebel dargethan haben, man aber auch aus einem iihnlichen Grunde die 
Lasten leichter mit den Hebeln bewegt, wenn man den Stiitzpunkt méglichst 
der Last nahe legt denn der Stiitzpunkt hat die Lage des Mittelpunktes; 
nun verkleinert ein Heranschieben (der Hebelunterlage) an die Last den 
Kreis (des Lastarms), durch welchen die leichte Bewegung erméglicht wird, 

so mufs man also dieselbe Erscheinung sich auch beim Geschiitze denken. 
Denn der Bogenarm ist ein umgekehrter Hebel (woyd0g cvterocuuéros.') 
Unterstiitzungspunkt wird niimlich der eine Teil des Spannnerven, Kraft 
aber der andere®) Teil desselben, die Last aber die Bogensehne, welche 
am Ende des Bogenarmes sitzend das Geschols (Bédog R. SCHONE, Beoog 
‘Last’ die Hss.) entsendet. Wenn man nun den Spannnerven (tov tévor 
Hss., trove tévovg Kicuiy: die Sehliige des Spannnerven) von der Ferse 
(dem Fufse des Bogenarmes) ab soviel als méglich von einander entfernt, 
so wird natiirlich der Unterstiitzungspunkt niiher der Last liegen, die Kratt 
aber weiter vom Unterstiitzungspunkte. Infolgedessen wird das Fortschnellen 
des Geschosses stark und kriiftig werden’. Dementsprechend behauptet 
dann Puito, bei seinem Keilspanner (10 dv& trod Gpyvog EvTELvouevo” 


ogvpedts boyavor) eine andere Anordnung der Schliige des Spannnerven ge- 


: . . “— ‘ , * . yr ¢ ” 
troffen und dadurch eine weit grifsere Schufsweite als seine Vorgiinger 


erzielt zu haben. 
Zur Lehre von der Geschivindighkeit des frei fallenden Korpers gehirt 
folgender Abschnitt (Puio a. a. O. IV, 69, 12ff.): ‘Wenn jemand zwei Ge- 


1) Ahnliches wird in Anrtstoreres, Probl. mech. 20 p. 854% 9 von der Schnellwage 
gesagt (tir uiy géheyye (Wagebalken) zécarv pozloy évectecuuévor), deren Unter- 
tiitzungspunkt die Halteleine (Graerioy Excoroy dv@tev Ov) sei. 


2) Das gesperrt Gedruckte ist von R. Scnénxe zugesetzt. 
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wichte nimimt, die der Art und Gestalt nach einander jihnlich sind, das 
eine von einer Mine (= 436 @), das andere von zwei Minen, und sie zu 
gleicher Zeit von einer Hohe fallen Hilst, so behaupte ich, dals das zwei- 
minige um vieles schneller fallen wird. Aber auch bei den iibrigen Ge- 
wichten ergiebt sich dasselbe Verhiiltnis, niimlich dafs im Verhiiltnis allemal 
das grifsere weit schneller fillt als das kleinere, sei es, dafs das grilsere 
Gewicht, wie emige von den Physikern sagen, die Luft in gréfserem Malse 
verdriingen und trennen kann, sei es, dafs sich dem gréfseren Gewichte auch 
eine grifsere Neigung zu fallen (607) Schwerkraft) zugesellt, die grilsere 
Neigung aber den senkrechten Fall beschleunigt. Wiederum (zeigt sich), 
dals das Gesagte zutrifft, wenn jemand zwei Gewichte von je einer Mine 
nimmt, sie dann zusammenstellt, zu gleicher Zeit soviel als méglich empor- 
hebt und fallen lifst; ich behaupte also, dafs wiederum das Zweiminengewicht 
schneller fallen wird, als die beiden zusammengenommenen Gewichte von 
je einer Mine, und wenn drei und noch mehr (Gewichte) zasammengenommen 
werden, so wird es ebenso gehen.') Auch hieraus erhellt nun, dafs, wenn 
mehrere einander gleiche Kriifte zusammengesetzt sind, ihr gemeinsames 
Fallen keineswegs beschleunigter wird, als das natiirliche, das blofs dem 
einen Gewichte zukommt. Durch solche Vorgiinge wird also deutlich be- 
wiesen, dafs der eine Halbspann (d. h. die eine Hiilfte des Spannnerven) 
gar nichts zu der Bewegung des Bogenarmes beitriigt, weil er mit dem 
andern gleiche Geschwindigkeit hat’. PHLLON 
die Sehnenspanne durch einen Erzspanner (ycAzdtovor), der, wie er sich 
rihmt, den des Kresipios noch iibertroffen habe. 


Daraufhin ersetzte dann 


Also praktisch ver- 
wertet hat PimLON seine Beobachtungen, obwohl sein Vergleich der Be- 
wegung des Bogenarmes mit der des freien Falles gewifs nicht zutreffend 
ist (vel. KOcuLY und Riistrow a. a. O. 1, 8. 344). Fiir die Erkenntnis der 
Kigentiimlichkeiten des freien Falles konnte aber nichts dabei heraus- 
kommen, weil er dariiber, dafs ein Kérper desto leichter den Luftwider- 
stand iiberwindet, je schwerer er im Verhiiltnis zur Gréfse der Oberfliiche 
ist, die er 


















beim senkrechten Falle der Luft darbietet, nur eine unklare 
Vorstellung hat, geschweige denn, dafs er hitte erkennen kinnen, dafs im 
luftleeren Raume alle Kérper gleich schnell fallen. 

Ks sei gestattet, im Anschlufs hieran auch die Stelle iiber die Elasti- 
zitiit der Metalle mitzuteilen, da nach GitNTHERS Gesch. d. Naturw. im Alter- 
tum S.272*) aus vorchristlichen litterarischen Quellen so gut wie nichts 
dariiber bekannt ist. 





1) Die Worte Bocditegor dé Saber langsamer’, welche den Zusammenhang stéren, 
sind mit Brinkmann zu tilgen. 


2) H. Briimyer, Technologie und Terminologie der Gewerbe und Niinste bet Griechen 


und Romern, sowie L. Beck, Geschichte des Hisens, sind mir leider nicht zur Hand, 
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PimLo ersetzte bei seinem Erzspanner den bis dahin iiblichen Sehnen- 
strang, in den der Bogenarm gesteckt war, abgesehen von dem eisernen 
Halter (dyebg owdyoo0dg) als dem Stiitz- und Drehpunkte fiir den Bogen- 
arm durch elastische Bronzeplatten (Aea(deg yedzui). Er macht hierbei 
niihere Mitteilungen iiber das ganze Verfahren. JJech. synt. IV, S. 69, 48 
heilst es: “Es wurden niimlich fiir die dreispithamigen Natapulte (d.h. mit 
einem Kaliber yon etwa 7 em) bronzene Schienen (Aéa(deg) hergestellt. 
Sie hatten auch diese Benennung, waren aber aus Erz getrieben (€icoucte 
yuine), 12 Finger (so Prov, der Finger = 19,3 mm) lang, 2 Finger 
breit, 1,, Finger dick. Diese wurden aus rotem Kupfer gegossen, das 
man in mdéglichster Trefflichkeit beschaffte, gut reinigte, wiederholt er- 
hitzte, indem man nach solchen Vorbereitungen dann auf die Mine (Kupfer 
Zinn im Gewichte von drei Drachmen | 133 ¢) mischte, auch dies griindlich 
reinigte und erhitzte. Waren dann die Schienen gegossen wud geschmiedet 
und hatten sie die bezeichneten Malse erhalten, so gaben') wir ihnen eine 
sanfte Biegung nach einer Form aus Holz. Darauf schlugen wir sie kalt, lange 
Zeit und ununterbrochen, indem wir sie gleich dick liefsen, an der Seite gerade, 
in der Breite unveriinderlich und iiberall sich der Form anpassend.  Als- 
dann setzten wir sie paarweise zusammen, indem wir die konkaven Seiten 
einander gegeniiberstellten, ihre Enden aufs genaueste feilten und dureh 
Zapfen mit einander vereinigten. Ihre Kraft erhielten die Schienen durch 
den Ausscheidungsprozels (xofo.w Hss., xoe@oiv*) KOCHLY: Mischung, Le- 
gierung) beim Kupfer; denn dasjenige, welches nach dem Gusse miglichst 


geliiutert (eig. weils) und rein und frei von fremden Bestandteilen ist, ist 


stark, dehnbar und elastisch. Die Schienen wurden aber lange Zeit un- 


unterbrochen kalt geschlagen, damit ihre Oberfliiche sich verdiehtete und 
Spannkraft entwickelte. Gebogen wurden sie, wie wir (eben) sagen, gegen 
einander gestemmt und neben den Fuls (lerse) des Bogenarmes gestellt; 
der Fufs des Bogenarmes lehnt sich aber gegen die Schienen ... Wurde 
nun die Bogensehne zuriickgezogen, so drehte sich der Bogenarm um den 
eisernen Halter und driickte mit dem Fufse auf eine der Schienen. Und 
indem diese auf der gekriimmten Seite an dem am meisten vorspringenden 


Punkte gedriickt und en die andere Schiene gestemmt wurde, wurde so 


Tew 
wohl sie selber cverade cestreckt, wie sie auch die andere gerade streckte. .. 
Beim Abschielsen aber mufsten sie in die der Figur iihnliche ( urspriingliche 
Stellung zuriicktreten. So kam es denn, dals sie, mit grofser Heftigkeit 


auseinander springend, den Fuss des Bogenarmes zuriickschnellten. Vielleicht 


1) Ich schliefse mich in dem eigentiimlichen Wechsel der Tempora genau an 
das Original an 
2) Mech. synt. 73,30 steht tijg tod yaixod zecosms, das R. Scudxe in zQu6eos 


iindern will. 
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wird nun, wie schon mehreren anderen, auch Dir das Gesagte unglaublich 
erscheinen; denn sie erkliren es fiir unméglich, dafs die Schienen, wenn 
sie eine Biegung hiitten und von der Kraft des Bogenarmes gerade ge- 
richtet seien, fiirderhin gerade blieben, sondern sie kehrten wieder in ihre 
urspriingliche Kriimmung zuriick. Die natiirliche Beschaffenheit des Hornes 
lasse dies zwar zu, sowie auch einige Holzarten, und aus solchen wiirden die 
Bogen gemacht, aber die Bronze sei von Natur hart und spriéde und be- 
sitze Kratt, wie auch das Kisen, jedoch von irgend einer Kraft gebogen, 
behalte es fiir die Folge die Biegung und kénne sich nicht von selbst 
wieder gerade strecken. Dals sie sich zu solcher Auffassune bestimmen 
lassen, mag ihnen nun hingehen, weil sie vorher keine Untersuchungen 
im Einzelnen angestellt haben. Denn man hat die Herstellung der oben 
erwihnten Schienen an den sogenannten keltischen und spanischen 
Schwertern gesehen. Wenn man niimlich diese priifen will, ob sie brauch- 
bar sind, so fafst man mit der rechten Hand an den Griff, mit der andern 
an die Spitze des Schwertes, legt es quer iiber den Kopf und biegt es 
auf beiden Seiten, bis man die Schultern bertihrt; dann liefS man es los, 
indem man beide Hiinde schnell wegzog. Das Schwert aber streckt sich 
losgelassen wieder gerade und nimmt so seine anfiingliche Gestalt wieder 
an, ohne auch nur eime Spur (Gedanken) von Kriimmung zu_ haben. 
Auch wenn man dieses Verfahren wiederholt, so bleiben sie gerade. Man 
untersuchte nun, aus welehem Grunde diese Schwerter so elastisch zu sein 
pilegen. Hierbei fand man zuniichst, das das Hisen aufserordentlich rein, 
sodann im Feuer dermafsen bearbeitet war, dafs weder Schlacke noch 
sonst ein Fehler darin verblieb, und dafs es der Art nach weder zu spride, 
noch zu weich, sondern von mittlerer Hiirte war, darauf, dafs die Schwerter 
kalt tiichtig geschlagen seien; denn dies bewirke die Elastizitiit; doch 
werde es nicht mit grofsen Hiimmern, noch mit kriiftigen Schliigen ge- 
himmert; denn der starke, quer (horizontal) auffallende Schlag verschiebe 
das richtige Verhiiltnis (der Molekiile) und hirte dadurch, dafs er in die 
Tiefe dringe, die Schwerter zu sehr, sodafs die so geschmiedeten Schwerter, 
wenn jemand sich daran machte, sie zu biegen, entweder iiberhaupt dabei 
nicht nachgiiben, oder bei Anwendung von Gewalt zerbriichen, weil der ganze 
Raum, von dem Schlage eingedriickt (vermutlich: truz@dévte, tAjooPéerta 
‘gefiillt? BUCHELER, tuzxva@Evte ‘verdichtet’ Hss.), dicht ist. Die Erhitzung 
macht das Eisen und Kupfer weich, indem die Molekiile gelockert werden, 
wie man sagt, die Abkiihlung und das Schmieden hart. Beides wird Ursache 
der Verdichtung der Molekiile, indem die Teilchen sich mit einander ver- 
einigen und die Vertlechtung (zéoitdozijs Hss., teourhoxijg Diets) des 
Vakuums (mit den Molekiilen) aufgehoben wird. Wir schlugen nun die 


Sehienen auf beiden Seiten kalt, und so wurden ihre Oberfliichen + 


> 
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hiirtet, die Mitte blieb aber weich, weil der Schlag bei seiner Leichtigkeit 
nicht in die Tiefe drang. Demzufolge waren sie nun aus drei Schichten 
zusammengesetzt, zwei harten, in der Mitte aber aus einer weicheren, 
Deswegen besafsen sie auch Elastizitiit, wie oben gezeigt ist’. 

Zur Hygroskopie steht folgende Stelle bei PutLon, a.a. O. IV, 72, 17 
in Beziehung: ‘Die Erzspanngeschiitze bleiben sowohl bei der Verwendung 
unter freiem Himmel, als bei Seekriegen (vavtrixaig 6rocte(uig BiUCHELER, 
v. oroatiaig “Seetruppen’) unverselrt, weil sie, weder wenn sie benetzt, noch 
wenn sie feucht werden, irgend welchen Schaden leiden. Fiir die Sehne ist 
all dergleichen nachteilig. Denn wenn die Spannnerven feucht oder benetzt 
werden, so miissen die Geschiitze verderben. Oft aber kommt es Vor, 
dafs auch die an gedeckten Orten sorgfiiltig aufbewahrten wegen der 
Luftveriinderung (dte tiv tod céo0g uetuBodjy) um vieles schlechter 
werden. ') 

Zum Schlusse verbreitet sich PmiLon iiber die von KreEstbios er- 
fundene Windbiichse (aegotévov ‘Luftspanner’), die bestimmt war, Steine 
zu schleudern. ‘Als Kresipios niimlich, heifst es a.a. O. IV, 77, 17 ff, bei 
den sogenannten pneumatischen Siitzen, die auch wir weiter unten noch 
vortragen werden, die Luft als aulserordentlich stark, elastisch und be- 
weglich, ferner aber auch, wenn sie in ein starkes Gefiifs geschlossen sei, 
als fihig erkannte, sich zu komprimieren und, wenn die Kompression 
authért, sich schnell wieder bis zu gleichem Umfange des Gefiifses aus- 
zudehnen*), da kam er auf Grund seiner Erfahrung in der Mechanik zu 
der Uberzeugung, dafs diese Bewegung den Bogenarmen eine grofse Span- 
nung und sehr schnelle Schwungkraft verleihen kénne. Deswegen richtete 
er Gefiifse her, die der Gestalt nach den medizinischen offenen (deckel- 
losen) Biichsen iihnlich, zur Erlangung von Elastizitiit und Festigkeit aus 
Bronze getrieben waren, aber vorher, um die (nétige) Dicke zu erhalten, 
aus Wachs geformt und gegossen waren. Die Innenseite derselben war 
mit einem Instrumente ausgedrechselt und die Fliiche nach dem RKicht- 
scheite eben und gerade, auch glatt gearbeitet. Und so wurde ein kleiner 
bronzener Kolben (rvuuazcmor, kleine Trommel) eingesetzt, der (im Stiefel) 
auf- und niedergehen konnte, sich mit der ebenfalls gleichmiifsig und 
glatt gearbeiteten iiufseren Peripherie (an die Innenseite des Gefiifses) so 
anschmiegte und die zwischen beiden befindliche Fuge derart gestaltete, 
dafs auch mit aller Gewalt keine Fliissigkeit®) durchsickern konnte. 


1) Z. B. werden die Sehnen bei feuchter Luft kiirzer, bei trockener linger. 
7 


9 


7,24 ist die Stelle icov ai2o%usvoy offenbar verderbt. Ich méchte lesen ¢uy- 
weTL> aLhovmEvor. 

3) “Pedue ‘Flufs’ Hss., richtiger wohl zvetuc ‘Luft? Meister, De veterum hydraulo; 
Nov. comm. soc. scient. Gotting. 2, 1771, S. 177. Vgl. Heron Op. I, 192,13 aore 





ulo: 
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Wundere Dich nicht und zweifle nicht, ob es méglich, dergleichen her- 
gurichten. Denn auch bei der Pfeife, die mit den Hiinden gespielt wird 
und die wir Wasserorgel nennen, war das Gebliise, welches die Luft in 
den im Wasser befindlichen Windkessel prefst, aus Bronze und ebenso 
gearbeitet wie die oben erwiihnten Gefiifse. Es wurde uns aber auch ge- 
zeigt, wie KresrBios hinsichtlich der natiirlichen Beschaffenheit der Luft 
dargethan, eine wie starke und schnelle Bewegung sie habe, und wie er 
mgleich die Vorrichtung, welche mit den die Luft enthaltenden Gefiifsen 
verbunden war, vor Augen stellte, indem er das Gefiifs rings mit Tischler- 


leim bestrich, einen Aufsatz (zodteuc) auf den Ring (xvxdlozm') Hss., 


eigentlich ‘kleiner Kreis’, ‘Knopf’? K6cuiy) setzte und mit gréf{ster Gewalt 
den Kolben mit Hilfe eines Keiles und Hammers hineintrieb. Man konnte 
aber sehen, wie der Kolben nur wenig nachgab, so oft aber eimmal die 
darinnen eingeschlossene Luft komprimiert war, gar nicht mehr nachgab, auch 
nicht beim stiirksten Schlage auf den Keil, oder bei Aufbietung*) von 
Gewalt. Wurde aber der Keil herausgetrieben, so sprang auch der Kolben 
mit grofser Heftigkeit aus dem Gefiilse. Oft aber kam es vor, dafs sogar 
Feuer mit herausfuhr, weil die Luft sich wegen der Schnelligkeit der 
Bewegung an der Gefiifswand rieb’. 

Die Expansionskraft der Luft war freilich dem ARISTOTELES schon 
bekannt, die von ihm angenommene Theorie des Erdbebens (GUNTHER, 
Abrifs der Naturwiss. 5. 280) setzt sie voraus. Aber neu ist bei KTEsI- 
ios die Verwertung dieser Kenntnis zu praktischen Zwecken. 


dége wi) megerveiv, Oder ist mit getu« der ‘Luftzug’ gemeint? Das zugehirige 
Verbum dinteiotat (durchgeseiht werden) pafst freilich besser zu dem Begriffe 
‘Fliissigkeit?. Aber die Sache erfordert die Luftdichtigkeit, wenngleich diese wohl 
auch durch die Verwendung des Tischlerleims verbiirgt ist. 

1) Die Sache ist nicht ganz klar. Am einfachsten ist es, wenn man sich den 
Aufsatz als kleinen, bronzenen, in eine ringférmige Erhéhung des Kolbens eingelite- 
ten, massiven Cylinder vorstellt, der zugleich eine Art kurzer Handhabe bildete. Der 
Hinweis auf das Gebliise der Wasserorgel (s. Fig. 43 in Her. Op. I, 194) scheint mehr 
die enge, luftdichte Verbindung des Stiefels (&yystov Puno, avéig Heron) mit dem 
Kolben (rvuacvtov Puito, gupodedbg Heron) als die weiteren Einzelheiten im Auge zu 
haben, Jedenfalls stilst eine Identifizierung des zed%euc mit Herons av§idioy und 
des xvxiioxog mit dem Heronischen jemidtoy oder ahatvoudtioy auf erhebliche 
Schwierigkeiten. 

2) Ich méchte 78, 6—7 lesen: wedg toy opijva H Bias reocnyPselons exxQovotéer- 
tog Sé tod opNvods xTé. 
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Von WaLTER F. WISLICENUS in Strafsburg i. E. 


Herr Pfarrer ALSDORF in Laufersweiler (Hunsriick) fand in dem der 
Kaiserl. Universitiits- und Landesbibliothek zu Strafsburg i. KE. gehérenden 
Exemplar you HEVELSs Selenographia eine Mondkarte zum Schluls eln- 
gebunden, welche nicht in das Werk hineingehért. Er zeigte dies bei 
Riicksendung des entliehenen Bandes der Bibliothekverwaltung an und 
sprach zugleich die Vermutung aus, dafs diese Mondkarte — auf der kein 
Verfertiger angegeben ist — méglicherweise von LANGRENUS  stamme. 
Die Bibliotheksverwaltung legte mir darauf den fraglichen Band mit der 
Karte vor und dieselbe wurde, da sie zweifellos nicht von HEVEL herriihrt 


daraus entfernt und in besonderer Mappe untergebracht. Ich habe darauf 
versucht, den Ursprung der Karte zu erforschen und méchte hier das 
Resultat meiner Untersuchung darlegen, besonders deshalb, weil in den 
geschichtlichen Angaben iiber die Thitigkeit des LANGRENUS als Seleno 
graphen viel Unklarheit herrscht. 

Die von Herrn ALSDORF ausgesprochene Vermutung hatte soviel fiir 
sich, dafs die Untersuchung hauptsiichlich in dieser Richtung gefiihrt wurde, 
ohne dafs dabei die Méglichkeit einer anderen Autorschaft der Karte aus 
den Augen gelassen wurde, doch liefsen sich fiir die Annahme letzterer 
keine Anhaltspunkte finden. 

Meines Wissens giebt es nur zwei Mondkarten, die sicher von LANGRENUS 
(richtiger MicuEL FLorent VAN LANGREN) herriihren, die eine befindet 
sich in Paris in der ,,Bibliothéque nationale“ in der ,,Section des cartes 
et plans“ und triigt die Bezeichnung ,,kl. 1044“, die andere in Briissel in 
den ,Archives du conseil privé“ und zwar in den Akten, welche die Be- 
zeichnung tragen: DE GOTTIGNIES actes dépéches 1645“, Das Pariser 
Exemplar ist von Houzravu in den Bulletins de Vacadémie royale 
de Belgique tome XIX, III® partie (1852) Seite 506 kurz beschrieben, 
wiihrend Herr L. NiesteN das Briissler Exemplar in der Zeitschrift Ciel 
et Terre 4 (15. September 1883), Seite 313 ff nicht nur besprochen, 
sondern auch in verkleinertem Mafsstabe abgebildet hat. Mit dieser Ab- 
hildung hat die Strafsburger Mondkarte wenig Abhnlichkeit, sodafs alles 
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auf eine Vergleichung mit der Pariser Karte ankam. Da dieselbe aber 
der Seltenheit wegen nicht verliehen wird, so liefs Herr Direktor Lorwy 
in Paris dieselbe auf meine Bitte in etwas verkleinertem Malsstabe photo- 
graphieren, wofiir ich ihm hier 6ffentlich meinen Dank aussprechen miéchte. 
Die nachfolgenden Besprechungen des Pariser und Briissler Exemplars 
stiitzen sich auf diese photographische Reproduktion und die von L. NrestEN 
yerdffentlichte Nachbildung. 

Die Pariser Mondkarte des LANGRENUS ist ein in Kupfer gestochenes 
Blatt von 50,5 em Hohe und 39,5 em Breite, auf welchem die Mond 
oberfliiche innerhalb einer vollkommen scharfen Kreislinie von 35 em 
Durchmesser abgebildet ist. Den unteren Teil des Blattes nimmt eine 
gleich zu erwiihnende liingere Inschrift ein, wiihrend die den Mond um- 
ebenden Teile durch feine Linien karriert sind. Innerhalb dieser schraf- 


y 
4 


fierten Partien befinden sich folgende Inschriften: Uber der Mondscheibe 
steht in grofsen Lettern der Titel ,,Plenilunii lumina austriaca philippica“ 
darunter in viel kleinerer Schriftsorte dicht am Mondrande ,,Limbus bo- 
realis*, dem am unteren Mondrand die Angabe ,,Limbus australis“, am 
rechten und linken die ,,Limbus occidentalis“ und ,,Limbus orientalis“ ent 
sprechen. In den Ecken, welche in der nahezu quadratischen Umrahmung 
von der Mondscheibe freigelassen werden, finden sich lateinische Citate 
von auf den Mond beziiglichen Stellen aus THEODoRETUS (Sermone IV), 
Prurarcuus (De facie in orbe lunae), Cicero (lib. [IV Acad. quaest.), 
AcuiILLes Tativus (Isag.) und Seneca (Nat. quaest. lib. VIL), wiihrend 
dicht unter den Worten ,,Limbus australis* in der Mitte ein Citat aus 
Piinius (lib. IT) steht. Den unteren nicht schraffierten Teil des ganzen 
Blattes nimmt eine liingere lateinische Inschrift ein, deren Uberschrift 
lautet: ,,Haee nusquam vulgata, generi tamen humano maxime utilia, imo 
necessaria, MICHAEL FLORENTIUS LANGRENUS Mathematicus et Cosmo- 
graphus Regius orbi terrarum proponit“, wiihrend sich am Schlufs die 
Datierung V. Idus Februarij MDCXLV findet; dieselbe ist von der Be- 
schiidigung des Blattes an der rechten unteren Ecke verschont geblieben. 

Die eigentliche Mondkarte zeigt die dunkeln Mondflecke ohne scharfe 
Begrenzung durch und durch punktiert, davon macht nur der Palus Somnii 
(nach der jetzigen Nomenklatur) eine Ausnahme, der in iihnlicher Weise 
gestrichelt ist, wie man noch jetzt sumpfige Gebiete auf den Landkarten 
(arstellt. Die Krater, Ring- und Wallebenen sind meist in kreisrunder 
gegen die Randpartieen zu in elliptischer) Form mit scharfer Begrenzung 
(nur gelegentlich ist dieselbe punktiert) und Schattenwurf am inneren 
westlichen Wallabhang gezeichnet. Hievon macht nur Gassendi eine Aus- 


nahme, dessen Inneres gleichmiifsig schraffiert ist mit Aussparung eines 
weissen Punktes in der Mitte; bezeichnet ist dieses Gebilde mit ,,Annulus 
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Neptuni“, wiihrend Gassendi A als gewéhnlicher Krater dargestellt und 
 . Marci* genannt ist. Von den von Tycho ausgehenden Strahlen sind 
zwei in das Mare Nubium hinein verlaufende angedeutet und aulserdem 
sind sowohl die Apenninen wie der Kaukasus durch leichte Schraffierung 
markiert. In die Karte selbst sind 322 Bezeichnungen eingetragen und 
zwar sind die dunkeln Flecke als Oceanus, Mare, Sinus, Lacus ete. be- 


zeichnet. Darnach ergiebt sich folgende 


Nomenklatur 
des LANGRENUS der Gegenwart 
Oceanus Philippicus = Oceanus Procellarwn 
Mare Austriacum = Mare Imbrium 
Borbonicum == Nubium 
Venetum = ; Humorum 
Astronomicum »  Frigoris 
Kugenianum »  Serenitatis 
» de Moura sive Caspium Crisium 
»  Belgicum = Tranquilitatis 
»  Langrenianum = Foecunditatis 
Sinus Batauicus — Nectaris 
Fretum Catholicum = Vaporum 
Sinus Medius == Medii 
»  Principis »  Roris 
.  Geometricus : [ridum 


Lacus Scientiae = [Lacus Somniorum 


Panciroli Plato 
ete. ete. 

Die Wall- und Ringebenen sind meist mit den Namen damals regie- 
render Fiirsten (Philipp IV., Ludwig XIV., Ferdinand IIL, Innocens X,, 
Karl L, Christian IV., Ladislaus IV. ete.) und deren Gemahlinnen, sowie 
von Prinzen und Prinzessinnen, Diplomaten (Mazarin) und Edelleuten 
(Trautmannsdorf, Piccolomini etc.) belegt, wozu bei den regierenden Per- 
sénlichkeiten noch eine kurze Bezeichnung ihrer Wiirde (Reg. Fran., Imp. 
Rom. etc.) kommt, was insofern nétig ist, als dieselben Namen wiederholt 
vorkommen, z. B. Karl einmal-als Kénig von England und dann als Herzog 
von Lothringen, Maria einmal als riémische Kaiserin und dann als Tochter 
des Herzogs von Mantua. Die kleineren Wallebenen und die Krater tragen 
meist Namen beriihmter Gelehrter (vielfach Astronomen), wobei sich 
LANGRENUS nicht auf seine Zeitgenossen beschriinkt, andrerseits sich selbst 
aber auch nicht vergifst. Die einzigen Ausnahmen von dieser Nomen- 
klatur bilden die Namen Roma und Amalfi, welche den Ringgebirgen 
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Archimedes und Scoresby beigelegt sind. Aulserdem sind eine Anzahl 
Vorgebirge bezeichnet und die heutigen Apenninen tragen den Namen 
.Montes Austriaci“. Die hellen Teile der Mondoberfliiche, fiir welche wir 


jetzt keine besonderen Namen mehr haben, sind hier als ,/Terra* (honoris, 


laboris, virtutis, sapientiae, temperantiae, pacis, dignitatis und justitiae) 
aufgefiihrt und einmal kommt am Nordostrand die Bezeichnung ,,Littus“ 
Philippicum) vor. Namen von Heiligen sind mit Vorliebe zur Bezeich- 
nung von Vorgebirgen und Kaps verwendet, ohne auf diese beschriinkt 
gu sein, oder alle derartigen Gebilde zu umfassen. Es kommen die Namen 
yon folgenden 14 Heiligen vor: Sanct Albertus, Augustinus, Beda, Dionisius, 
Dominicus, Franciscus, Ignatius, Jacobus, Ludovicus, Marcus, Michaelis, Petrus, 
Vincentius und Xaverius. Es kommen zwar noch andere Namen von 
Heiligen — besonders weiblichen Geschlechts — vor, wie z. B. Maria, 
Anna, aber es sind damit nicht die Heiligen, sondern profane Personen 
gemeint, wie schon aus dem fehlenden ,,S8.“ (Sanct) vor dem Namen und 
weiter aus den Zusiitzen hervorgeht, die ich oben fiir den Namen Maria 
schon angefiihrt habe. 

Von den Namen auf der Pariser Karte haben sich 54 in unserer 
heutigen Nomenklatur der Mondgebilde érhalten, es sind das die folgenden: 


Hipparch Scheiner Langrenus 
Albategnius Tacquet Calippus 
Xenophanes Schonberger Arzachel 
Regiomontanus Thebit Neper 
Ptolemaeus Thales Snellius 
Timocharis Longomontanus Caesar 
Aristarchus Euclid Furnerius 
Pythagoras Rheita Blancanus 
Alfons Bayer Posidonius 
Endymion Riccius Maginus 
Pytheas Gassendi Colombo 
Aratus Hypatia (rallilei 
Kepler Moretus Hevel 
Cleomedes Simpelius Piccolomini 
Huygens Bullialdus Curtius 
Thales Meton Lantzberg 
Copernicus Wendelinus Wilhelm 
Archimedes Eratosthenes Kircher. 


Aufserdem findet sich bei LANGRENUS der Name Brahe, der in der Gegen- 
wart durch Tycho ersetzt ist. Hinige bei LANGRENUS vorkommende Personen- 
namen habe ich hier nicht mit aufgefiihrt, weil es zweifelhaft ist, ob sie 
sich auf dieselben Persinlichkeiten beziehen, deren Namen auf den jetzigen 
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Mondkarten vertreten sind, z. B. Gualterius, Grinibergerus, die méeglicher- 
weise mit Walter und Gruemberger identisch sind. 

Die obigen 54 Namen sind aber von LANGRENUS anderen Cebilden 
auf dem Monde beigelegt, als wir heute damit bezeichnen, mit einziger 
Ausnahme des Namens ,,Langrenus“ selbst, der noch heute derselben Wall- 
ebene beigelegt wird, die LANGRENUS damit hbezeichnet hat. Da nun, wie 
wir oben bei der Gegeniiberstellung der Namen der dunkeln Flecke ge- 
sehen haben, sich die Bezeichnung ,,Sinus Medii* der heutigen Karten auch 
hei LANGRENUS fiir denselben Fleck tindet, so haben sich also zwei Namen 
der alten Nomenklatur des Langrenus fiir zwei bestimmte Mondgebilde 
auch auf unseren Karten erhalten. 

Die Strafsburger Mondkarte ist ein in Kupferstich ausgefiihrtes Blatt, 
dessen bedruckte, fast quadratische Fliiche 38 em hoch und 37 em breit 
ist. Die Ausfiihrung ist der Pariser Karte analog, d. h. der Grund um 
die durch eine scharfe Kreislinie von 33,8 cm Durchmesser abgegrenzte 
Mondscheibe ist dicht karriert. Uberschrift und die vier Limbus-Bezeich- 
nungen sind genau wie auf der Pariser Karte, dagegen fehlen die latei- 
nischen Citate in den Ecken und darunter, sowie die ganze ausfiihrliche 
Unterschrift. Irgendwelehe Angaben iiber Verfertiger, oder Kupferstecher, 
oder Zeit der Herstellung fehlen, am linken Rande ist ein Wasserzeichen 

iihnlich einer Weintraube — zu erkennen. Die Ausfiihrung der eigent- 
lichen Karte ist der Pariser so iihnlich, dafs man auf den ersten Blick 
denken kénnte, die Strafsburger Karte sei nur ein friiherer Abzug (avant 
la lettre) von derselben Kupferplatte. Bei genauerem Studium entdeckt 
man, dafs man es mit zwei verschiedenen Platten zu thun hat, denn nicht 
nur fehlen auf der Strafsburger Karte drei Gebilde, die auf der Pariser 


eingetragen sind, sondern es zeigen sich auch Unterschiede in der Aus- 


fiihrung der feineren Details. Die Nomenklatur der Strafsburger Karte 


ist — wenn man von ziemlich zahlreichen Schreibfehlern absieht — die 
gleiche wie bei der Pariser Karte, nur fehlen fiinf Namen, sodafs sie nur 
317 Benennungen enthilt. Von diesen sind nur sechs andere als auf dem 
Pariser Originale und bei zwei benachbarten Gebilden sind die Namen der- 
selben gegen einander ausgetauscht auf der Strafsburger Karte. Endlich 
ist auf der letzteren bei einem Namen das zugehérige Gebilde nicht ein- 
cvetragen. 

Im allgemeinen ist die Pariser Karte feiner und sorgfiiltiger ausgefiihrt 
als die Strafsburger, das zeigt sich nicht nur in der Punktiermanier, in 
der die dunkeln Flecke ausgefiihrt sind, sondern auch in der Austiihrang 
der Schrift. Die Namen sind auf der Pariser Karte durchweg sauberer 
und zierlicher gestochen und stehen so, dafs man’ nie im Zweifel sein kann, 


o 


auf welches Gebilde sie sich beziehen, was man von der Strafsburger 
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Karte nicht sagen kann. Dals die beiden Karten in engster Beziehung 
gu einander stehen, ist wohl nach dem Gesagten ohne weiteres klar, aber 
es dirfte sehr schwer sein, zu entscheiden, ob die eine eine verbesserte 
oder verschlechterte Nachbildung der anderen ist, oder ob beide vielleicht 
nach einer Originalzeichnung des LANGRENUS gestochen sind. 

Die Briissler Mondkarte scheint eine Handzeichnunge von LANGRENUS 
selbst zu sein, die wohl friiher als 1645 entstand, ja méelicherweise schon 
1628 der Infantin IsABELLA von Spanien iiberreicht wurde. Die Um- 
grenzung des Mondes ist auch hier eine scharfe Kreislinie von 35 em 
Durchmesser, aufserhalb deren links und rechts die Bezeichnungen ,,Oriens“ 
und ..Qeccidens“ stehen, wiihrend in der linken oberen Ecke des Blattes 
der Titel ,,Luna vel Lumina Austriaca Philippica‘ und in der rechten 
unteren eine Erklirung in betreff der Nomenklatur in franzésischer Sprache 
sich betindet. Weder der Untergrund der Karte noch die Gebilde auf 
derselben zeigen Schraffierungen, sondern die letzteren sind lediglich in 
scharfen Umrissen angegeben. Nur in fiinf kraterartigen Gebilden sind 
Spuren von Details eingetragen und die Apenninen sowie der Kaukasus 
(nach heutiger Nomenklatur) zeigen eine sehr diirftige Schraffierung. Was 
die Nomenklatur betrifft, so ist dieselbe wohl nach den gleichen Prinzipien 
wie bei der Pariser Karte aufgestellt, aber dieser gegeniiber iiufserst 
dirftig. Nur 20 Gebilde tragen auf der Briissler Karte dieselben Namen 
wie auf der Pariser, 17 haben andere, 149 gar keine Namen, und endlich 
fehlen 127 von den auf der Pariser Karte verzeichneten Mondformationen 
hier ganz, dagegen zeigt die Briissler Karte im Oceanus Procellarum an 
einer Stelle einen als ,Gallilei* bezeichneten Krater, der auf der Pariser 
und der Strafsburger Karte fehlt. 

Vergleicht man die hier besprochenen drei Karten mit einander, so 
ist zweifellos die Briissler die minderwertigste, und zwar nicht nur, was 
die Sorgfalt der Ausfiihrung betrifft, sondern vor allen Dingen auch in 
‘Bezug auf Gestalt und Lage der einzelnen Mondformationen. Diese letz 
tere ist bei vielen selbst der gréfseren Wallebenen und Ringgebirge so 
ungenau, dafs eine Identifizierung sehr schwer, stellenweise unmiéglich 


wird. Bei den beiden anderen Karten sind Zweifel bei der Identifizierung 


verhiltnismiifsig selten. Uberhaupt sind die Pariser und die Strafsburger 


Karte recht tibersichtlich und der Mondkarte, die RiccroLus in seinem 
Almagestum novum veriftentlichte, weit iiberlegen, wenn sie auch nicht an 
die feine Durchfiihrung der Hevetschen Mondkarte heranreichen. Ja ich 
michte diese Karten des LANGRENUS in Bezug auf Ubersichtlichkeit sogar 
der schénen Cassinischen Mondkarte vorziehen, denn bei dieser wirkt die 
reiche Schraffierung vielfach verwirrend. 


Werfen wir noch einen Blick auf die Angaben, die wir in neueren 
DS ? 
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astronomischen Geschichtswerken und solchen iiber den Mond in Bezug 


auf die Mondkarte des LANGRENUS finden. 

J. J. von Lirrrow sagt in einer langen Anmerkung zu § 61 des 
zweiten Teils seiner Wander des Himmels (aweite Auflage, 1837): ein 
Astronom in Spanien habe die Gebilde auf dem Monde mit den Namen 
der Heiligen belegt (von denen Lirrrow einige anfiihrt), von welcher 
Nomenklatur RiccroLus auf seiner Mondkarte den Namen Katharina tiber- 
nommen habe. Ganz in dem gleichen Sinne, ja teilweise mit denselben 
Worten jiufsert sich R. Wor in seiner Geschichte der Astronomic 
(Miinchen 1877) auf Seite 397, sodals er sich entweder auf die Stelle bei 
LIrrROW stiitzt, oder aus der gleichen Quelle wie dieser schipft. Ein 
wichtiger Unterschied zwischen Lirrrrow und WoLrF besteht aber darin, 
dafs letzterer nicht von einem ,Astronomen in Spanien“, sondern direkt 
von LANGRENUS und dessen Mondkarte spricht, welche er unter dem Titel 
»selenographia Langreniana* auffiihrt. Von den Namen, die sich auf dieser 
Karte finden sollen, fiihrt Worir die Namen des blinden Tobias, der 
heiligen Ursula, Genoveva und Katharina, sowie des heiligen Athanasius 
an, mit dem Vermerk, dafs RiccroLus den Namen der Katharina fiir seine 
Mondnomenklatur beibehielt, ,wie man sagt aus Anhiinglichkeit an eine 
Frau dieses Namens“. Wor giebt iibrigens an, dals er die Karte des 
LANGRENUS nicht zu Gesicht bekommen habe, was auch bei LALANDE 
der Fall gewesen wiire, der als Erscheinungsjahr 1645 angiebt. Diese 
letztere Angabe wiirde ja fiir die Pariser Mondkarte stimmen, aber alle 
die iibrigen Angaben von WoLr passen nicht. Weder lautet der an- 
gegebene Titel so, noch finden sich die angefiihrten Namen auf einer der 
besprochenen Karten. Auf der Pariser und Strafsburger Karte kommt der 
Name ,Urselii* fiir das Ringgebirge Agrippa vor, aber damit kann u- 
méglich die heilige Ursula gemeint sein, sondern doch nur ein Mam 
Namens Urselius (die Genitivbildung wendet LANGRENUS bei den Be- 
nennungen durchgiingig an). Die Wallebene, welche heute den Namen 
Katharina fiihrt, heifst auf der Pariser und Stralsburger Karte ,,Piccolomini*. 

Auch im ersten Bande seines Handbuches der Astronomie, ihrer 
Geschichte und Litteratur (Ziirich 1890) in den Anmerkungen zu § 234 
(auf Seite 496) spricht R. Wour wieder iiber die Mondkarte des LANGRENUS, 
welche er unter dem Namen ,,Selenographia Langreniana sive Lumina 
Austriaca Philippica“ auffiihrt, und weiter angiebt, dafs an 270 Gebilde 
auf derselben eingetragen und mit biblischen Namen bezeichnet seien; 
die Episode mit dem Namen Katharina fehlt hier. Wor beruft sich 
dabei fiir seine Angaben ausdriicklich auf die Publikation der Briissler 
Karte durch NiesTEN in Ciel et Terre. Umso befremdlicher ist es, dals 
Wor den Titel der Karte nicht richtig angiebt und von_ ,,biblischen 
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Namen“ spricht. Die einzigen Namen von Heiligen, die auf der Briissler 
Karte vorkommen, sind 8. Marcus und 8. Vincentius, aber Wonr konnte 
allerdings auch Namen wie Maria, Anna, Balthasar als auf biblische Per- 
sonen beztiglich auffassen, weil auf der Briissler Karte die Zusiitze fehlen, 
welche diese Namen auf der Pariser und Strafsburger Karte als solche 
yon weltlichen Personen charakterisieren. Aber wenn auch Wour_ in 
diesen sehr begreiflichen Irrtum verfallen sein sollte, so ist doch die tiber- 
wiegende Mehrzahl der Namen auch auf der Briissler Karte so entschieden 
profanen Ursprungs (wie z. B. Ludovicus XIV., Ladislaus, Lantsberg, (Galilei, 
Gassendi, Bullialdus, Brahe etc.), dals es schwer begreiflich ist, wie WoLr 
mu der Bezeichnung ,,biblische Namen* kommt. 


Uberhaupt aber ist es mir unverstiindlich, wie Lirrrow und WoLrF (an 


der ersten oben citierten Stelle) zu so bestimmten Angaben von Namen 
auf der Karte des LANGRENUS kommen, die thatsiichlich nicht darauf ent- 
halten sind. Liegt hier nur eine sehr unzuverliissige iiltere Quelle vor 
und welche?, oder existiert thatsiichlich noch eine andere Mondkarte des 
LANGRENUS, auf welcher diese Namen vorkommen? Wenn das der Fall 
sein sollte, so tragen vielleicht diese Zeilen dazu bei, sie ans Licht zu ziehen. 

KE. Neison, sowie NAsMyTH und CARPENTER sprechen in ihren be- 
kannten Werken iiber den Mond iiberhaupt nicht von einer Mondkarte 
des LANGRENUS, sondern nur von Zeichnungen einzelner Gebilde, wobei die 
letztgenannten Autoren das Prinzip der Namengebung ganz richtig darstellen 
und nicht von biblischen oder Heiligen-Namen sprechen. Dagegen bringt 
N. Herz im III. Band des Handwirterbuchs der Astronomie (Breslau 1898) 
wieder die Heiligennamen, die LANGRENUS auf seiner ,,Selenographie“ ver- 
wendet haben soll und tischt auch die Geschichte von der heiligen Katha- 
rina wieder auf (siehe ebenda Seite 246).") 


1) Beiliiufig sei noch ein weiterer Irrtum von Herz berichtigt. In einer Anmerkung 
auf derselben Seite sagt er niimlich, dafs in.der Connaissance des temps fiir 1788 die 
Mondkarte des Ricciotus in verkleinertem Mafsstabe reproduziert sei. Hierzu ist fol- 
gendes zu bemerken. In den Jahrgiingen der Connaissance des temps fiir die achtziger 
Jahre des achtzehnten Jahrhunderts ist jedes Mal eine Mondkarte beigegeben, auf der 
der Mond einen Durchmesser von 13,2 cm hat und seine hauptsiichlichsten Oberfliichen- 
gebilde mit den Zahlen 1—40 und den Buchstaben A—H bezeichnet sind, welche auf 
die an den Rand der Karte gedruckten Namen nach der heutigen Nomenklatur ver- 
weisen, Bis zum Jahre 1785 (einschliefslich) tragen diese Mondkarten die Uberschrift: 
Figure de la Lune“ und sind ziemlich roh und minderwertig. Mit dem Jahre 1786 
nicht 1788) werden plitzlich diese Karten viel besser und fiihren die Uberschrift: 
Figure de la Lune selon le P. Riccrout par M. Jeavrat’, Das ,,selon le P. Riccroni“ 
hat N, Herz zu seiner oben zitierten Notiz veranlafst, bezieht sich aber sicherlich 
nur auf die Nomenklatur, denn die Karte selbst ist zweifellos eine verkleinerte Wieder- 
gabe der Cassixischen Mondkarte und hat mit der von Riccroius gar keine Ahnlichkeit. 
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Eugenio Beltrami e le sue opere matematiche. 


Di Grxno Loria a Genova. 


Con un ritratto di E. Berrramr in fotolitografia. ! 


Quando, nel Novembre 1883, io ebbi la fortuna di conoscere ed avyi- 
cinare EUGENIO BELTRAMI egli era nel periodo che corrisponde alla com- 
pleta maturita del suo ingegno. L’ altissima rinomanza, della quale egli 
godeva, di scienziato eminente e di professore impareggiabile, faceva aceorrere 
numerosi ascoltatori (fra cui mi piace ricordare LuiGi BERZOLARI ed Orro 
SrruvE, Vincenzo Retna ed Emitio Brrrerwi) alle lezioni di Idrodina 
mica ed Elettrodinamica che in quell’ anno egli impartiva nell’ Ateneo di 
Pavia; tutti, studenti e dilettanti, erano attratti dall’ interesse scientifico 
ed estetico che esse offrivano. L’impressione che in quei giorni io rice- 
vetti dalla parola, calda e severa ad un tempo, di quel sommo maestro 
e una di quelle che il tempo @ impotente a cancellare; essa si @ ride- 
stata, in tutta la sua forza e freschezza, nelle ore in cui in seguito 
ad un invito assai lusinghiero, che ebbi T audacia di accettare 
m’ occupai di esaminare nel suo complesso le opere matematiche del grande 
uomo di eui da un anno piangiamo la perdita irreparabile; in esse, come 
nelle lezioni del BELTRAMI, la scienza e l arte, avvinte in armonico con 
nubio, raggiungono il fine supremo che deve proporsi qualsia scritto scienti- 
fico, quello cioe di far amare la disciplina in esso esposta. Ond’ é che 
in nessun caso, come in quello che ha per protagonista il BeLrramt, la 
vita di uno scienziato offre un pit chiaro esempio di eredita di attitudim 
artistiche: giacch@ nella famiglia di lui la tendenza verso I arte scen- 
deva per li rami. Infatti, eccellente incisore in pietre dure fu il suo avo 
paterno GIOVANNI BeLTRAMI (1779—1854), valente miniatore fu il padre, 
ed autrice di assai lodate composizioni poetiche e musicali @ le madre 
ELisA Barozzi (tuttora vivente): da essa anzi il nostro matematico rice- 
vette il primo avviamento alla musica, arte di cui non tardd a divenire 
profondo conoscitore ed ottimo esecutore. 

1) Ricavata, col gentile consenso dell’ autore, da una pittura ad olio eseguita 


nel 1897 dal Prof. G. Pirvarevxi; il valore della quale é tanto maggiore in quantoché 


dell’ [lustre Estinto non esistono fotografie di data recente. 
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Egli nacque') a Cremona addi 16 Novembre 1835 e frequentd le 
Seuole elementari, il Ginnasio ed il Liceo di quella citta, eecettuato |’ anno 
scolastico L848—49, in cui fu alunno di quel Ginnasio di Venezia che oggi 
porta il nome di Marco Polo. Esauriti gli studi liceali nell’ estate 1853, 
nel successivo Novembre si inscrisse come studente nella Facolt’ matematica 
dell’ Universita di Pavia, dopo di avervi conseguito un posto di fondazione 
Castiglioni nel Collegio Ghislieri. Ma nell’ anno successivo, accusato di 
avere promossi disordini contro Abate LEONARDI, rettore di questo Colle- 
gid, ne venne espulso assieme ad altri cinque suoi condiscepoli.*) Tale misura 

- forse non assolutamente ingiustificata, ma certamente troppo rigorosa — 

ebbe conseguenze disastrose per chi ne fu vittima; giacché se durante |’ anno 
scolastico 1854—55 al Nostro fu dato di attendere ancora agli studi uni 
yersitari, se pote ancora essere inscritto come studente nell’ anno successivo 
(e cosi assistere a qualche lezione del Brioscut), le ristrettezze delle sua 
famiglia lo costrinsero a ritornare sotto il tetto paterno prima di avere 
superati gli esam? di rigore (precedenti la laurea dottorale) e ad abbando- 
narlo ben presto per portarsi a Verona (Novembre 1856), ove aveva otte- 
nuto il modesto ufficio di segretario particolare dell’ Ingegnere Dipay, 
direttore dell’ esercizio delle Ferrovie del Lombardo-Veneto. Ivi rimase per 
poco pit di due anni, cioe sino al giorno (10 Gennajo 1859) in cui per 
motivi politicd venne bruscamente licenziato del direttore generale BUSCHE. 
Fortuna volle che | annessione della Lombardia al Piemonte, avvenuta 
poco dopo, concedesse al Dipay di trasferire il proprio ufficio a Milano, 
conducendo seco il proprio segretario particolare. 

A Milano il BELTRAMI imprese a rifare da capo la propria istruzione mate- 
matica; tolse «a studiare con tutta diligenza una dopo I altra |’ aritmetica, 
l'algebra, la geometria, la trigonometria, |’ algebra superiore e il calcolo, come 
avrebbe fatto uno che avesse percorso tutt’ altra Facolta, che la matematica.»*) 
A Milano egli pote avvicinare il suo antico maestro FRANCESCO BRIOSCHI, 
e LuIiGi CREMONA, in allora professore nel Liceo 8. Alessandro (ora Beccaria): 
con essi strinse dei legami di amicizia che mai si allentarono e che dove- 
vano esercitare un influenza decisiva e benefica su tutto il suo avvenire. 


Infatti egli che per la mancanza di una laurea — si era visto sbarrato 





1) Pei dati biografici si é attinto specialmente alla Commemorazione del Senatore 
Prof. Everxio Bexrnam, letta del Socio Luie1 Cremona alla Seduta solenne della R. 
Accademia dei Lincei del 10 Giugno 1900. 

2) La lettera di congedo venne pubblicata da C. Somreuiana nel cenno necro- 
logico sul Beurramt inserito nell’ Annuario della r. universita di Pavia per 
l'anno scolastico 1900—1901. 

3) Da una lettera scritta nel Dicembre 1860 dal Betrramr al Cremona e da questo 
pubblicata nella succitata Commemorazione. 
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l’ accesso tanto alle Scuole secondarie, quanto al corpo del Genio mili- 
tare, per effetto delle pubblicazioni da lui fatte negli Annali dj 
matematica venne nominato (Decreto 18 Ottobre 1862) Professore 
straordinario di Algebra complementare e Geometria analitica nell’ Universiti 
di Bologna: @ merito del Cremona (allora professore di Geometria superiore 
in questo Ateneo) di avere suggerito tale provvedimento, @ merito del 
Brioscut (allora Segretario generale al Ministero delle Pubblica Istruzione) 
di averlo adottato: per etfetto di esso il BELTRAMI venne d’ un tratto 
liberato dalle pastoje d’ un umile impiego amministrativo e posto in grado 
di consacrare tutto se stesso alle geniali occupazioni per le quali Natura 
avevalo creato. 

In quell’ ufficio il BELTRAMI non rimase a lungo; che, dietro pro- 
posta di Enrico Berri, gli veniva offerto di suecedere al Mossorti 
(morto nel Marzo 1863) nel posto di Professore ordinario di Geodesia 
nell’ Universita di Pisa. Dopo lungo titubare accettd e, dopo qualche in- 
dugio doyuto a studi preparatori al nuovo insegnamento, che egli 
compi a Milano nell’ Osservatorio di Brera, sotto la guida sapiente di 
G. V. SCHIAPARELLI — nei primi di Febbrajo del 1864 passd alla nuova , 
sede, ove avevalo chiamato un Decreto dell’ 11 Ottobre 1863. A Pisa il 
BELTRAMI si trattenne tre anni scolastici; ma, nel Settembre 1866, le 
condizioni di salute della propria madre lo consigliarono a chiedere di 
essere restituito all’ Universita di Bologna, come successore di Domenico 
CHELINI nella cattedra di Meccanica razionale. Tale ufficio egli tenne 
sino all’ Ottobre 1873, quando cioe, cedendo al seducente invito di andare 
a crescere il lustro della rinnovata Universita di Roma, si trasferi nella 
capitale come titolare di Meccanica razionale ed inearicato di Analisi 
superiore.’) Ragioni di varia natura lo persuasero a lasciare, dopo tre 
anni, la Sapienza per assumere (Ottobre 1876) nell’ Universita di Pavia gli 
insegnamenti della Fisica matematica e della Meccanica superiore. Ma nella 
citti eterna tornd quattordici anni appresso, quando, nella tristezza del 
vuoto lasciato per la morte di Fetice Casorari, fini per cedere alle 
reiterate pressioni che gli venivano dai colleghi di cola: cosi, a_partire 
dall’ anno scolastico 1891—92, egli ricomincid a Roma le lezioni sopra le 
dottrine pit elevate della Filosofia naturale, che non doveva interrom- 


pere se non pochi giorni prima della sua morte, lezioni di cui devono esistere 


delie redazioni accurate e che @ che augurarsi vengano un giorno pubbli- 


cate, a maggior gloria del professore ed a vantaggio del progresso degli studi. 
Membro delle pitt celebri accademie del mondo, suecessore del Brioscul 
nella presidenza dell’ Accademia dei Lincei, Senatore del Regno d' Italia, 
1) Fra i discepoli che il Betrrami ebbe a Roma durante questa sua prima per- 


manenza vanno rammentati Errore Caroraui, Riccarpo pe Paots e G. Frattini. 
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pit volte chiamato — con votazione plebiscitaria — a sedere nel Con- 


siglio superiore della Pubblica Istruzione, acclamato maestro da intere 
eoorti di scienziati, nel pieno vigore della robusta sua intelligenza, con- 
fortato da una fedele compagna e non distratto dalle cure della paternita, 
sembrava che nulla gli rimanesse da desiderare, che molto ancora la scienza 
e la patria potessero da lui ragionevolemente attendere. Ma una malattia 
misteriosa lo minava sin dal 1896; e I ala inesorabile della morte lo col- 
piva in Roma addi 18 Febbraio 1900, quando gli amici trepidanti 
concordemente facevano ardenti voti che la scienza chirurgica operasse 


per lui uno di quei miracoli a cui essa ci ha ormai abituati. 


Tale per sommi capi @ la vita di EUGreN1o BELTRAMI, vita esemplare 
del pensatore, rigido e scrupoloso osservatore de’ propri doveri, ma intento 
ad allontanare tutto che possa turbarlo o distrarlo delle sue oecupa- 
zioni preferite. Gli unici episodi di una esistenza siffatta sono rappresen- 
tati dalle opere che fecero del povero impiegato ferroviario uno degli 
astri di prima grandezza del cielo scientifico italiano. All’ esame di quelle fra 
esse relative alle matematiche pure, noi ora ci volgiamo. Non prima pero 
di avere osservato essere stato da molti detto e ripetuto che il BELTRAMI 
fu uno dei discepoli del Brioscut; ora se con cid si vollero riecordati 
accidentali rapporti scolastici fra quei due sommi, nulla si pud obbiettare; 
ma se invece si intese di ritrarre un’ affinita intellettuale fra il BeELTRAMI 
e colui che dipingeva sé stesso con le parole io sono un calcolatore'), 
nulla vi @ di pid falso: il semplice paragone di una pagina dell’ uno 
con una dell’ altro basta a dimostrarlo! Meglio @ assai di considerare il 
BELTRAMI, assieme al CASoRATI ed al CREMONA, come continuatori di 
quella benemerita Scuola pavese, che ebbe quale corifeo ANTONIO BORDONI, 
di quella scuola che benche «di poema degnissima e di storia», non ha 
ancora trovato chi ne narrasse, con la debita larghezza, le gesta gloriose, 
chi mostrasse essere dessa stata, nella prima meta del Sec. XIX, il prin- 
cipale focolare di buoni studi matematici nella penisola.*) 


I, 
Lo seritto che inaugura la carriera scientifiea del BrLTRAmt®) 
porta la data 1° Novembre 1861 ed ha come punto di partenza il noto 


1) V. M. Noérner, Mrayvcesco Brrosca (Mathem. Annalen 50, 1898, p. 491). 
2) Preziosi materiali per tale storia ha apprestati il Betrramr stesso scrivendo 
quelle succose notizie su gli antichi professori di matematica dell’ Universita di Pavia 
che A. Corrapr pubblicd nella I Parte delle sue Memorie e documenti per la storia 
dell’ Universita di Pavia (Pavia, 1878). 

3) Intorno ad aleuni sistemi di curve piane. Annali di matem. 4, 12861, 
p. 102—108, 


26 * 
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teorema: <il sistema delle trajettorie ortogonali di una serie di iperboli 
equilatere, aventi comuni gli assi, consta delle iperboli equilatere aventi 
per comuni asintoti gli assi delle prime». Il nostro geometra, nell’ intento 
di generalizzarlo, si propose la questione di «trovare quei sistemi di 
curve piane i quali, venendo rotati per un angolo dato q@ intorno ad 
un punto del loro piano, segano i sistemi primitivi sotto un angolo 
costante 4 parimente dato», e I’ ha completamente risolta mediante questa 
proposizione: «Si assuma una funzione A di due variabili we v, tale che 
non vari mutando rispettivamente « in uwe’“ev in ve~‘“"); indi si costi- 
tuisca I’ equazione 

dv, ‘u\ a 

du Tr A Fy, 
e si integri: sia 

IF’ (u,v, C) = 0 
l’ integrale di essa, completato da una costante arbitraria C. L’ equazione 
F(y +i2, 7] ix, C)=O0 

apparterra ad uno dei sistemi cercati. Variando in tutti i modi possibili 
la forma della funzione arbitraria A, si otterranno tutti i sistemi dotati 
della proprieta in discorso.» Prendendo ad es. A= cost., quell’ equazione 


differenziale s’ integra immantinente e conduce al seguente sistema di curve 


4 


(ytin)¢ + (y ix)*¢=C. 


A . . . . ° 
Quando al rapporto si attribuisce uno dei valori 2, $, —1 questa 
a - 
equazione rappresenta, come rileva il BELTRAMI, un sistema risp. di iperbole 
equilatere, parabole e circoli; ma anche nel caso generale le curve del 
sistema rientrano in una categoria conosciuta: posto, infatti, 


° it. A ‘ 
y + iz=9@e Few. a, n, C— Ik n 


a ? 


l equazione precedente diviene 

0” =/h" cosna, 
onde, al variare della constante /, rappresenta co spirali sinusoidi. F, 
quindi, merito del Becrrami di avere scoperta, applicando un metodo generale, 
una nuova e notevole prerogativa, esclusiva di una classe di curve, in cui 


molti rilevarono altri molteplici e singolari pregi. 


IL, 
L’ elegante risultato, conseguito in questa ricerca di geometria infini 
tesimale del piano, non allett® il BELTRAMI a perseverare in un ordine di 


1) Si pud ad es. scegliere come funzione A una funzione arbitraria del pro- 
dotto ur 








le 


rO- 
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idee relativamente elementare; egli si senti attratto verso la teoria delle 
superticie, pitt bisognosa di perfezionamenti, piii promettente di applicazioni, 
e nella quale egli era destinato a mietere tanti e cosi meritati allori. Ed 
infatti in due lavori, seritti a Milano il 1° Settembre 1862, egli prende 
gia posto fra i discepoli e continuatori di GAuss. Sorvoliamo su quello‘), 
redatto in forma di lettera al compilatore degli Annali di matematica, 
avente carattere didattico ed il solo fine di far conoscere un’ argomentazione 
semplicissima guidante all’ equazione differenziale, in coordinate curvilinee, 
delle linee di curvatura d’ una superficie, nonché all’ equazione quadratica 
avente per radici i raggi di curvatura principali in un punto della stessa; 
ed arrestiamoci invece sull’altro*), inspirato dalle note investigazioni di 
Brioscul: Intorno le sviluppoidi e le sviluppate (A nn. delle scienze matem. 
e fis. 4, 1853). 

Ivi all’ antico concetto di sviluppoide viene suggerita l ampia genera 
lizzazione risultante della definizione seguente: « Data una linea arbitraria I" 
(considerata come trajettoria), si chiama sviluppoide di I” qualunque 
linea X tale che ogni sua tangente sia segata dalla prima sotto un angolo a, 
funzione qualsivoglia delle coordinate del punto d’ intersezione.» Che 
questa estensione sia ben lungi dall’ essere oggetto di semplice curiosita 
emerge dal fatto che le sviluppoidi, intese nel loro significato pit generale, 
godono di una proprieta che dianzi ritenevasi®) sussistere per le sole svi- 
luppoidi ordinarie; tale proprieta, dal BELTRAMI stabilita con due metodi 
differenti, si enuncia come segue: »Qualunque sia la legge con cui varia 
da un punto all’altro langolo sotto cui le tangenti d’ una sviluppoide 
sono segate dalla trajettoria, ciascuna sviluppoide @ una linea geodetica 
della superficie luogo geometrico di tutte le sviluppoidi generate con la 
medesima legge.» — La ricerca delle sviluppoidi di una data linea dipende 
in generale da un’ equazione differenziale ordinaria trovata dal BELTRAMI 
ela cui integrazione si riduce alle quadrature quando quella linea @ piana: 
in tal easo i caleoli relativi si possono svolgere in tutti i loro particolari 
e conducono a formole esplicite elegantissime. Il problema inverso 
cioe la determinazione delle curve (dette sviluppanti) seganti sotto un 
angolo, variabile con una data legge, le tangenti di un’ altra linea data — 
si pud affrontare con buon successo applicando le equazioni generali riso- 
lutrici del problema delle trajettorie, all’ uopo poste sotto forma conveniente: 


si giunge cosi a formole simmetriche e generali, contenenti una quadratura, 


1) Di alcune formole relative alla curvatura delle superficie. 
4, 1861, p. 283—284. 


Annali di matem. 





2) Sulla teoria delle sviluppoidi e delle sviluppanti. Ivi p. 257—283. 


3) V. p. es. W. Scuern, Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Kritmmung 
Leipzig 1859), p. 100; zweite Aufl. (Leipzig 1898), p. 157. 
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le quali ricadono in altre formole anterioramente note, quando si supponga 
costante Vangolo w. Ne va taciuto che le considerazioni generali syvolte 
dal Berra, debitamente applicate, conducono anche a nuove proprieta 
delle sviluppoidi ordinarie; a renderne persuaso il lettore valga il seguente 
teorema con cui si chiude la memoria analizzata: «La superficie luogo 
delle sviluppoidi di angolo @ costante di una data linea, @ una superficie 
del terz’ ordine, contenente infinite circonferenze, e che pud considerarsi 
ri vettori reciproci di un cilindro circolare, 


come la trasformata per rag 


Lt. 

Il lavoro di geometria infinitesimale che segue quello sulle sviluppoidi 
ne @ separato da un intervallo di aleuni anni, occupati in parte da 
ricerche di cui parleremo pitti innanzi (§ XII), in parte dagli studi che 
diedero per risultato una delle pit importanti e famose  scritture del 
Bettrami. Di tali studi sembra fungere quasi da saggio una_lettera! 
seritta al Grunerr addi 20 Aprile 1864; essa ha per argomento la pro- 
posizione seguente, che il fondatore dell’ Archiv aveva allora_ stabilito 
con ealeoli, non privi di eleganza, ma certo non esenti da prolissita: dn 
un punto ellittico P di una superficie si considerino tutte le corrispondenti 
sezioni normali; la media aritmetica dei loro raggi di curvatura nel 


Fa) 


punto P @ eguale alla media geometrica dei raggi principali di curvatura 
della superficie nello stesso punto P»; ora la considerazione dell’ indi- 
catrice della superficie relativa al punto P osservO il BELTRAMI — 
combinata con I’ espressione dell’ area dell’ ellisse in funzione degli assi, 
guida tosto a quel teorema. 

Il fondamentale lavoro a cui sopra si fece allusione @ quello che 
reea il modesto titolo di Ricerche di analisi applicata alla geometria*); la 


prima parte di esso @ datata Ottobre 1864, la parola fine non ne fu mai 


scritta; la forma frammentaria sotto cui esso si presenta — la quale d’ altron- 
de corrisponde al titolo un po’ vago che porta ed i frequentissimi richiami 


che vi si trovano al Traité de calcul différentiel del BERTRAND, uscito appunto 
nel L864, fanno apparire non destituita di fondamento I idea che si trovino 
in esso esposte le idee che nel BELTRAMI suscitd lo studio di quell’ opera 


eminente. Quanto feeconda fu tale lettura! Basti dire che gli @ nelle 


1) Schreiben des Herrn Professor Evcexio Bevreaw: in Pisa an den Herausgeber 
tiber dessen in der Abhandlung: «Wichtiger allgemeiner Satz von den Fliichen» in 
Theil XLI, S. 241 bewiesenen allgemeinen Satz von den Eldchen; A rchiv der Mathem 
42, 1864, p. 117. Cfr. Satmon-Fiepier, Anal. Geom. des Raumes, I. Teil, 3. Aufl. 
Leipzig 1880), p. XIX 

2) Giornale di matematiche 2, 1864, p. 267—282, 


3, 1865, p. 15—22, 33—41, 82—91, 228—240, 311—314 
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ele 


Ricerche di analisi applicata alla geometria, che fanno il loro ingresso 
nella scienza quelle importantissime funzioni (invarianti di flessione) che, 
per la loro parentela con altre gia introdotte da Lame, si chiamano para 
metri differenziali'); collo stabilirne le prerogative pit essenziali, il 
BELTRAMI ha loro assicurato per sempre un posto stabile nella scienza! 
Le considerazioni aventi per nocciolo queste nuove funzioni si riattaceano 
a quelle importantissime che il Casoratt feee conoscere nella memoria 
intitolata J?tcerca fondamentale per lo studio di una certa classe di pro- 
prieta delle superficie curve (Ann. di matem. 3—4, 1860—61); esse non 
tardarono a divenire parte integrante dei trattati di geometria differenziale — 
basti ricordare uno dei migliori, quello del BIANcHI*) — essendo state rico- 
nosciute le pil proprie per giungere con generalita ed eleganza a quegli 
elementi delle superficie e delle linee in esse tracciate che non mutano 
comunque s’ inflettano le superficie stesse: curvatura, curvatura geodetica, 
parallelismo geodetico, sviluppanti geodetiche, ecc.*) 

Non @ lecito poi tacere che, nelle Ricerche, la teoria dei sistemi di 
linee nello spazio @ presentata con una generalita dianzi ignota ed appli- 
cata, non soltanto ad ottenere nuovamente, ma anche ad aumentare 
considerevolmente le proposizioni riflettenti i sistemi di rette nello spazio, 
specialmente quelli relativi alle normali di una superficie. I risultati cosi 
ottenuti presero posto nella classica opera del DarBovux*), onde ci bastera 
segnalare i due pitt cospicui. Uno consiste nella seguente generalizzazione 
del teorema di Manus-Dupix: «Se un fascio di raggi luminosi normali 
ad una superficie si rifrange alla superficie di un mezzo eterogeno, la 


1) Ricordiamo che i parametri differenziali del primo ordine, misto e del 
second’ ordine per la superficie definita dell’ elemento lineare 


det=E-dw+2h-du-dv+G@-dv? 


1 { 7 (€9\* oRpePeP ~(EP)\"\ 
ng—r:|=() 2k Ove wu! (; ) J 


2 _| pO E Wy F(: pow _Cge =) 4 Glee 
KG—F?\ évev cucu) 


sono risp. 
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2) V. anche Darsoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, 'T. Il (Paris 
1889), p- 500 e seg. 

3) Una conferma della importanza che hanno le considerazioni svolte dal Bet- 
mamt sopra le funzioni invariabili @ offerta dalla memoria di K. Zorawskr, Uber 
Biegungsinvarianten (Acta Mathem. 16), ove il nome di lui @ dato ad un’ intera 
classe di invarianti di flessione. 

4) Op. cit., T. Ill (Paris 1894), p. 348. 
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condizione necessaria e sufficiente affinche 1 raggi rifratti siano pure nor. 


mali ad una superficie @ che le linee lungo le quali @ costante I’ indice 


di rifrazione incontrino ortogonalmente 1 raggi incidenti.» L’altro @ 


compendiato nella seguente proposizione, correlativa, in un certo senso, ad 
un noto teorema del TrerQUEM’): «Se i piani tangenti comuni a due 
superficie toccano tanto luna quanto l’altra nei punti di due loro linee 
di eurvatura, la distanza dei punti corrispondenti di queste due linee @ 
costante»; e viceversa «Se i piani tangenti comuni a due superficie toccano 
l’una di queste superficie secondo una linea di curvatura e se inoltre Q 
costante la distanza dei punti corrispondenti delle due linee di contatto, 
anche la seconda di queste linee @ di curvatura della superficie su cui é 
traeciata 

Nelle Ricerche del BELTRAMI s’ incontra pure quella notevole costru- 
zione del raggio di curvatura geodetica di una linea tracciata sopra una 
superficie qualunque che illustri trattatisti?) diffusero nelle seuole di tutto 
il mondo civile. L’inventore di essa vi ha collegate aleune importanti con- 
siderazioni sopra le superficie per le quali i raggi principali di curvatura 
in un punto qualunque sono ciascuno una data funzione dell’ altro, di- 
mostrando due teoremi, inversi uno dell altro, da cui secaturiscono quelli 
sulle evolute di tali superficie, che sono i primi grazie a cul il WEINGARTEN 
gode di si alta e ben meritata rinomanza.*) Il BELTRAMI applicd questi 
risultati a due classi di superficie, una che era nota anterioremente, I’ altra 
la cui prima considerazione appartiene se non ¢’ inganniamo — appunto 
a lui; la prima e quella delle superficie di curvatura costante negativa, 
di cui vedremo essersi egli poi a pitt riprese oceupato; l’altra @ quella 
delle superficie per cui @ eostante (=/) la differenza dei raggi principali 
di curvatura; ogni superficie della prima categoria ha per evoluta una 
superticie applicabile ad una di rivoluzione d’ area minima, mentre 


l’ evoluta di una superficie della seconda @ di curvatura costante negativa 


( pe ) , 


1 Se la linea d’intersezione di due superticie ¢ di curvatura per entrambe, 
l'angolo sotto cui si tagliano ¢ costante in tutti i punti di essa linea»; Nouv. ann. 
de mathém. 11, 1852, p. 402. Cfr. Brioscur, Sulle linee di curvatura delle superficie 
Annali di se. matem. 4, 1852; ovvero Opere matematiche di ¥. Briosem, T. I, 
Milano 1901, p. 63). 


’ 


2) Branent, Lezioni di geometric differenziale (Pisa 1894), p. 228; Darpoux op. cit. 
T. Ill (Paris 1894), p. 120. 

3) Cfr. le memorie Uber eine Klasse aufeinander abwickelbarer Flichen (Journ. 
tiir Mathem. a9, 1861) e Uber die Obe rflichen, fiir welche einer der beiden Haupt- 


kriimmungshalbmesser eine Funktion des anderen ist (Id. 62, 1863). 
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lV. 

Benche quanto precede sia sufficiente a dimostrare lV importanza delle 
Ricerche di analist applicata alla geometria, pure non deve tacersi che essa 
» ancora aumentata dal fatto che esistono in quel lavoro sia in germe, 
sia nel loro primo stadio di sviluppo, molte idee originali che fornirono 
il tema ad altri lavori del Berra di cui parleremo pit innanzi. Ma 
intanto va notato come, circa nello stesso tempo, la lettura di una nota di 
J. pE LA GOURNERIE Sur la courbure de la section faite dans une surface 
par un plan tangent') gli suggeri una ricerca*) i cui frutti sono com- 
pendiati nelle due seguenti proposizioni: I. Il raggio di curvatura in un 
punto di una linea asintotica sopra una superficie qualunque @ sempre 
eguale ai due terzi di quello della sezione prodotta nella superficie dal 
piano tangente nel punto considerato (@ sottinteso che si considera il 
ramo di tale sezione che @ tangente a quella linea asintotica).*) Il. La 
tangente mobile di una linea a doppia curvatura descrive sopra uno 
qualunque dei suoi piani osculatori una curva tangente a quella linea nel 
punto di osculazione; il raggio di curvatura della linea sghemba in questo 
punto @ sempre eguale a tre quarti del raggio di curvatura della curva 
piana nel medesimo punto.*) 

Questi due bei teoremi richiamarono I’ attenzione di un grande geo- 
metra francese OssIAN BONNET il quale si affrettO a pubblicare’) 
due formole, da cui pud farsi seaturire l’ espressione algebrica del primo 
di essi. I] BELTRAMI, non solo le corredd di dimostrazioni convincenti®), 
ma seppe trarne nuove conseguenze; su una soltanto vogliamo arrestarci 
un istante, cioe sul teorema seguente: «i raggi di torsione delle due 
asintotiche incrociantisi in un punto iperbolico di una superficie sono 
eguali fra loro ed alla media geometrica dei raggi principali di curvatura 


della superficie in quel punto». Ora, fatte le debite convenzioni riguardo 


1) Journal de mathém. 3,, 1858. 
2) Sur la courbure de quelques lignes tracées sur une surface (Nouv. ann. de 
mathém. . 1865, p. 258—267). 

3) Riprodotto in Darnoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, 'T. Il 
Paris 1889), p. 398. 

1) A mettere in luce limportanza di questo teorema ¢ suftficiente notare che, 
in virtii di esso, la costruzione del raggio di curvatura in un punto di una linea 
sghemba ¢ ridotta alla corrispondente costruzione per una linea piana, di regola pit 
semplice; p. es. quella costruzione, per le cubiche gobbe riesce subito ricondotta 
all’ analoga per le coniche. 


5) Nouv. ann. de mathém. 4,, 1865, p. 267. 


6) Dimostrazione di due formole del sig. Boxxer (GViorn, di matem., 4, 1866, 
p. 123—127), 
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al segno da attribuirsi alla torsione, non scaturisce da questa proposizione 
immediatamente quello che porta, per consuetudine invalsa'), il nome di 
teorema di ENNEPER? non sarebbe, quindi, pit conforme a verita ¢ 
yiustizia, di chiamarlo in avvenire teorema di Berrrami- Ewnerer? 

[1 secondo dei surriferiti teoremi non rappresenta I’ unico contributo 
che il Nostro abbia dato alla geometria infinitesimale delle linee sghembe; 
per converso si @ a lui debitori di una considerazione della quale ® no- 
toria l’immensa fecondita, cioe del movimento che subisce, allo spostarsi 
di un punto sopra una curva, il triedro avente per spigoli le direzioni 
positive della tangente, della normale principale e della binormale. In 
un lavoro*), seritto a Bologna nel Dicembre 1866, il BELTRAMI ha 
determinati gli elementi del moto elicoidale infinitesimo mediante cui quel 
triedro passa da una qualunque sua posizione alla consecutiva; inoltre 
fece pil tardi conoscere*) un altro procedimento, immaginato dal Cuenini 
per raggiungere lo stesso scopo; finalmente in una memoria di cinematica 
pura‘) appartenente ad epoca posteriore (¢ datata 31 Marzo 1872) ed in- 
spirata dal Treatise on natural philosophy di TuomMson e Tait, egli diede 
nuove prove della fertilita di quella considerazione, sia per la scienza dei 
moti che per quella delle figure: cosi, fra TP altro, egli giunse a scoprire 
un’estesa legge di reciprocita®) abbracciante tanto la teoria delle tan- 
genti conjugate del Dupin, quanto quella delle tangenti sfero-conjugate 
del Cremona.*) Che a cid non si restringa il campo di applicabilita di 
siffatta considerazione riesce palese a chiunque ricordi quanto spesso il 
DarBoux abbia adoperato, nella sua grande opera, il movimento ad un 


parametro di un triedro. 


V. 
Vedremo pit avanti (§ VII) come la scoperta di quella nuova pro- 


prieta delle linee sghembe non sia l’unica manifestazione dell’ abilita 


1) Biancur, Lezioni citate p. 118 e 125; Danrnoux, vol. cit. p. 399; H. Srant und 
VY. Kowmerety, Dit Grundformeln der allge meinen EF'lichentheorie Leipzig 1803), p. 89; ecc. 

2) Di una proprieta delle linee a doppia curvatura (Giorn. di matem 5, 1867, 
p. 21—23 

3) Giorn. di matem. 5, 1867, p. 190—191 

4) Del moto geometrico di un solido che ruzzola sopra un altro solido (Giorn. di 
matem. 10, 1872, p. 1083—115). Badi chi legge questo lavoro che le lettere FL, IG, 
per una svista dello stampatore, hanno due distinti significati 

5) «Se di due corpi rigidi posti a contatto per un punto della loro superficie, 
l'uno incomincia a ruzzolare sull’altro (senza strisciare) vi @ sempre perfetta reci- 
procanza fra la direzione (iniziale) della linea di contatto e quella dell’asse istan- 
taneo intorno al quale ha luogo la rotazione (iniziale)» 


6) Sulle tangenti sfero-conjugate (Annali di scienze matem. e fis., 6, 1855 











































Eugenio Beltrami e le sue opere matematiche. 403 


posseduta dal Nostro nell’ associare in fecondo connubio cinematica e 
geometria. Ma in questo momento richiamano |’ attenzione nostra 
due lavori, pieni di vedute originali, uno datato da «Pisa, Maggio 1865»'), 
|’ altro letto a Venezia il 10 Agosto del medesimo anno*): essi coneorda 
no nella sostanza, ma differiscono per la forma; hanno per soggetto la 
flessione che pud subire una superficie rigata quando si impone alle sue 
generatrici di conservarsi rettilinee. 

La difficolta [della teoria delle superficie flessibili]», nota il BeL Trai 
nell’ esordio del meno conosciuto di quei lavori*), «per quanto mi sembra, 
procede principalmente da cid, che non possedendo noi una chiara idea 
del modo in cui, nel caso generale, pud effettuarsi la flessione di una 
superficie curva, anco in un tratto di poca estensione, siamo obbligati ad 
affidarci intieramente alla nuda analisi, partendo dalle formole che 
earatterizzano la inestendibilita; e non possiamo quasi mai giovarci di 
quelle considerazioni ausiliari, dirette ed indirette, che, nella maggior parte 
degli ordinari problemi di geometria analitica, conducono cosi prontamente 
ed elegantemente allo scopo finale.» Ma quando si tratti di superficie 
generabili dal moto di una retta «la difficolta della questione viene in 
gran parte rimossa dal fatto che, se si fa astrazione da quelle flessioni 
per effetto delle quali le generatrici primitive cessano d’ essere rettilinee, 
ci @ possibile avere un’ idea ben chiara e facile del modo in cui la fles 
sione pud prodursi. Infatti ogni superficie di questa classe si pud decom- 
porre mentalmente in un numero infinito di zone infinitamente  sottili, 
clascuna compresa fra due generatrici contigue, e si puO immaginare che 
la flessione della superficie avvenga mediante una rotazione infinitesima 
eseguita da ciaseun di queste zone intorno alla generatrice che essa ha 
in comune con la zona precedente». Appunto grazie a questa relativa fa 
cilita che presenta, il problema della deformazione delle superficie rigate 
venne risolto sin dall’ anno 1838 de F. MinpinG”*), il quale mostro potersi espri- 
mere analiticamente mediante un’ unica funzione arbitraria le innumerevoli 
forme che pud assumere, per semplice flessione, una superficie rigata. Ma 
il determinare tale funzione per modo che la superficie corrispondente 
soddisfaccia a condizioni prestabilite offre difficolta di regola grandi e talvolta 
insormontabili, onde il BELTRAMI credette opportuno sostituire il procedimento 


di caleolo ideato dal rieordato geometra tedesco con altro meno rigido, che 


1) Sulla flessione delle superficie rigate (Annali di matem. 7, 1865, p. 105 
—138 


2) Intorno alla flessione delle Supe rfiete rigate Atti dell’ Ateneo Veneto 2 


1865, p. 503—518). 
3 V. cli articoli her die Biequng gewisser F'liichen Journ. t Mather 
18, 183s. 
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porta oggi il nome di metodo di Beurramt.') Il concetto di esso ® cos; 
semplice e limpido che non riuscira discaro al lettore il trovarlo qui ri- 
cordato in poche linee. 

Rappresentiamo con & 7, § le coordinate ortogonali di un punto dj 
una linea qualsivoglia (direttrice) tracciata sopra una data superticie 


rigata, linea soggetta all unica condizione di non confondersi con una 


= 


generatrice. Della generatrice passante nel punto (£ 9, £) chiamiamo 
i, Y, 2) wn punto qualsivoglia e /, m,n i coseni di direzione. Sara 
quindi 


P+ m+ n= 1 


e come rappresentazione analitica della rigata si potra assumere la segn- 
ente terna di equazioni: 

a E+tvl, y=ytoum, z=f§+0n, 
v essendo un parametro di evidente significato geometrico. Supponendo 
tanto /, m, » quanto &, 9, § espressi in funzione dell’ arco wu della direttrice, 
e indicando con accenti le derivate rispetto a w, si avra 


+79 ' 4° gf 
s ry +s" I 
Si ponga ora: 
VE+myt+n =x, 24+ m4 n?= &% 14+ m+ nf = cos; 


© sara Il’ angolo della generatrice con la direttrice e le quantita fonda- 


mentali per la rigata in questione saranno 


BH=1+4+22ev+e&?v*?, KF=cosO, G 1. 


Immaginiamo ora che quella superficie venga deformata senza cessare 
di essere rigata ed indichiamo con le stesse lettere adoperate prima, munite 
dell’ indice 1, le quantita analoghe a quelle considerate nella rigata primi 
tiva, dopo di avere notato che le variabili indipendenti we v assumeranno 
eli stessi valori nei punti corrispondenti delle due superficie; I’ identita 


degli elementi lineari di queste sara espressa dalle relazioni seguenti: 


P4tottn—=—1, £49724 62-1 


_e 


(di w) determinatrici della 


» se] . 7} j £ r 
Le sei funzioni &, ,, &, Ul, m, m, 
rigata trasformata, essendo in conseguenza soggette a sole cinque equa- 
zioni di condizione, una di esse @ arbitraria o per maggiore sim- 
metria tutte sei si possono esprimere mediante una funzione arbitraria. 


Ora mentre il MINDING propose di introdurre sempre nel calcolo  siffatta 


funzione, il BELTRAMI sostenne essere preferibile ragionare sempre su quel 


1) Biancnr, Leziont p. 217 
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sistema di equazioni. Che egli si trovasse dalla parte della ragione @ 
dimostrato dal fatto che pervenne cosi, senza ricorrere a calcoli complicati, 
ad un grande numero di nuovi risultamerti, la maggior parte dei quali otten- 
nero gia un posto stabile nella scienza'): ne riferiremo qui aleuni come 
prova dell’ eccellenza dal metodo che il Nostro propose: «Quaisia superficie 
rigata puO sempre venire trasformata per via di semplice flessione in 
modo: 1° che una sua linea geodetica divenga rettilinea o si muti in 
un’elica cilindrica; 2° che una linea arbitraria tracciata su di essa divenga 
un’asintotica od una linea di curvatura della trasformata, 3° che una sua 
linea qualsivoglia divenga o piana o linea di contatto della superficie 
trasformata con una superficie cilindrica, 4° che le generatrici conservino 
le loro direzioni.» 

Osserva da ultimo il BeELTRAMI che in generale non @ possibile di 
trasformare la direttrice della rigata in altra linea di specie assegnata, dal 
momento che cid imporrebbe due condizioni alla trasformazione, mentre 
non si puo disporre che di una funzione; tuttavia pud accadere che la 
trasformazione sia effettuabile, e per potere giudicare a priori di tale possi- 
bilitaé egli stabilisce un’equazione fra gli elementi intrinseci della direttrice, 
la quale egli a ragione considera per fondamentale nella teoria delle 
rigate, in quanto esprime una proprieta della direttrice la quale si con- 
serva comunque si fletta la rigata su cui questa @ tracciata.*) 


VI. 

Nei lavori del BELTRAMI sin qui esaminati le considerazioni anali- 
tiche rappresentano soltanto il mezzo impiegato per giungere alla scoperta 
di verita geometriche; in quello di cui ora stiamo per occuparei*) LT intento 
diretto @ invece il perfezionamento della teoria delle funzioni di variabili 
complesse, e solo incidentalmente vi si incontrano proposizioni di geometria. 
H desso il frutto dello svolgimento di idee consegnate nelle Ricerche di 
analisi applicata alla geometria; ® ivi posto e felicemente risolto il problema 
di <estendere la teoria delle funzioni di variabili complesse per modo da 
servirsi, invece che dell’ordinario piano di Gauss, di una superficie de- 


1) Darsoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, 'T. IIL (Paris 1894), p. 298. 
2) Di questa proprieta si conosce I’ espressione nel linguaggio proprio dell’ algebra; 
ma crediamo non ne sia ancora stato dato l’enunciato in linguaggio comune: in altre 
parole, riteniamo tuttora ignota la completa interpretazione geometrica dell’ equazione 
di Bevrram. 

3) Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque (Annali di matem. 
1,, 1868, p. 329—366); memoria datata Dicembre 1867. Le formole ivi esposte 
vennero pitt volte sfruttate da F. Kiem nel suo bell’ opuscolo Uber Rieuaxys Theorie 
der algebraischen Functionen und ihrer Integrale (Leipzig 1882). 
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finita dal suo elemento lineare ds? = ¥-dw?+ 20h'-du-dv+G-dv*». Per 
sciogliere tale questione il BELTRAMI osserva che se si pone 
ds? =(Udut+Vdv)(UdutVde) 

(onde U=VE, V=PEE, Fo HV EG—F*) e se, mediante 
una rotazione attorno al punto (u,v) l elemento (du, dv) si cangia nell’- 
elemento (du, dv), il binomio differenziale complesso (70u+Vov si ottiene 
dall’ analogo binomio Udu-+Vdv, moltiplicando quest’ ultimo pel fattore 
e’*, ¢ essendo l’ampiezza della rotazione. KE questa una proprieta analoga 
a quella posseduta nel piano dal binomio finito w+ 7¢v, considerato come 
raggio vettore uscente dall’ origine. La medesima proprieta ha luogo anche 
se il binomino Udu+Vdv si moltiplica per una funzione qualunque 


delle wu, v, in particolare sussiste pel binomio 
x(Udu+Vdv)=dp+idq=du, 


che si ottiene moltiplicando il binomio primitivo per uno dei suoi fattori 
integranti. Emerge da cid che, quando si voglia applicare vantaggiosa- 
mente la teoria delle variabili complesse e delle loro funzioni allo 
studio delle superficie, non @ la variabile «+iv che conviene scegliere, 
ma bensi quella che nasce dall’ integrazione del binomio Udu +Vdz, 
previamente moltiplicato per un suo fattore integrante x; ora, benche la 
determinazione di una tale variabile dipenda da una integrazione general- 
mente non eseguibile, pure le funzioni di essa, considerate per rapporto 
alle primitive variabili, posseggono delle prerogative speciali sufficienti a 
definirle ed assegnabili in generale a priori. Tale @ quella espresso dal 
teorema seguente: «tutte le funzioni f= g-+/y di w sono caratterizzate 
dall’avere nullo il parametro differenziale del I ordine, mentre le funzioni 
reali ge w hanno ciascuna nullo il parametro differenziale del II ordine.» 
Essendo inoltre 4, p=4, ¥ e 4-pu=0 «le curve m= cost., y = cost. 
dividono la proposta superficie in quadrati infinitesimi»; inoltre — pure 
analogamente a cid’ che succede per le ordinarie funzioni di variabili com- 
plesse «data una delle funzioni g, w Valtra @ determinata». Altre 
analogie delle nuove funzioni con le antiche svela la considerazione dell’- 
integrale doppio II=/f4-gpw-da, oveda= Hdu-dv; essa infatti guida 
alle seguenti formole (ove s @ l’arco della linea di integrazione e » ne é 
la normale interna): 


' fo2as4 [ [o-4,v-do 
mn) °* ae 


-{ weds+ | | Y:- dp-da, 


e quindi a quest’altra: 
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[J (p-4ee v-Ag)do+ | (pi pa) ls = 0. 


e 
(Jueste relazioni, di cui ¢ palese Vaffinita con altre notissime, con- 
ducono a concludere che «se in un punto O, non apparteneute alla linea 
d’integrazione, la funzione yw diviene infinita come log (ove re la 
s. 
distanza geodetica di O da un punto di quella linea), allora il valore gy, 
della funzione gm nel punto O @ dato dalla formola 


. . ° 


‘ ; , ow Cg 
27, | ic -4,y —v-Agy)dea +4 AC - y—)ds, 
e e = = e on cr 
generalizazione di altra conosciutissima formola. — Aggiungiamo che, 


quantunque il fattore integrante x non sia di regola assegnabile, 4, log x 


gante, cioe la seguente 


1 (¢ U (eu cVN\7 o TV /éU oV\)) 
H \ZolH (= —5-)| la ae se 


Inoltre log|x|entra in parecchie formole notevoli: cosi 4, log | x 


ha un espressione generale ele 


; misura 


. 
. € log x . 
la curvatura della superficie nel punto (uw, v) e — | ds misura la 
: cn 


e 
curvatura integra della porzione di superficie a cui l’integrazione @ estesa. 

Per quanto queste relazioni siano sufficienti a porre fuor di questione 
la parte di protagonisti che i parametri differenziali rappresentano nella 
geometria sopra una superficie, pure non sono le uniche del genere. Kd 
il BELTRAMI in un altro bel lavoro’), seritto a Bologna il 15 Marzo 1861) 
per manifestare il proprio appoggio ad un nuovo grande giornale mate 
matico, allora fondato dal CLEBscH, dopo di avere compendiati, coordinan 
doli, molti teoremi anteriormente pubblicati, fece conoscere, assieme ad 
altre nuove proposizioni, la seguente formola 


. 1 \ 1 1 
lim (4, log =) 3 #,R,? 


o=0 

ove 9 © la distanza geodetica fra i punti (w, v) e (0, O) mentre I, 
e Jt, sono i raggi principali di curvatura in quest’ ultimo punto della 
superficie considerata. Nello stesso seritto il BELTRAMI ha pure in- 
segnate parecchie formole, in cui compare il secondo parametro differen- 
ziale, nel senso di LAME, di una funzione di tre variabili indipendenti 
2 ok 


= ‘a5 . C a . . 

(cloe l espressione ——.-+ .-, + :); somministrando cosi una nuova 
Ox” oy 02" 

prova dell’ importanza di esso nella geometria a tre dimensioni: ci aste- 

niamo dal riferirle essendo consegnate in una raccolta scientifica che ogni 


matematico tiene costantemente sul proprio tavolo da lavoro. 


1) Zur Theorie des Kriimmungsma/ses (Mathem. Ann. 1, 1869, p. é 
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VII. 

Mentre con questi scritti il BELTRAMI perfezionava in tanti punti 
importanti la teoria delle coordinate curvilinee sopra una superficie e 
nella seduta del 18 Luglio 1368 — con altro lavoro intratteneva i propri col- 
leghi dell’ Istituto Lombardo sopra I’ applicazione che pud ricevere alla teoria 
delle linee geodetiche il nesso vigente fra le equazioni dinainiche, le equazioni 
isoperimetriche e le equazioni a derivate parziali') del primo ordine, non 
perdeva d’oechio le esigenze della scuola, e proponevasi di diffondere, anche 
fra gli ignari dei metodi a cui s informano le Disguisitiones generales circa 
superficies curvas, i pitt cospicui risultati ivi consegnati. A. siffatto inten- 
dimento s’informa una lettura tenuta all’Ateneo Veneto il 25 Giugno del 
medesimo anno*); nella quale egli fece conoscere un calcolo diretto per 
dimostrare, col semplice ausilio di coordinate cartesiane, il «celeberrimo 
teorema di GAuss» sull’invariabilita per flessione della curvatura di una 
superficie in un suo punto e quello analogo del MINDING relativo alla 
curvatura geodetica di una linea qualunque tracciata su di essa. 

Nello stesso anno 1868 veniva pubblicata, tra le memorie dell’ Acea- 
demia di Berlino, VAllgemeine Theorie der geoditischen Dreiecke, con cui 
il CHRISTOFFEL gettava i fondamenti della trigonometria sopra una super- 
ticie qualunque. Il BELTRAMI ne misurd subito il grande valore; e, non 
pago di farne argomento di un articolo bibliogratico pel Bulletin des 


sciences mathématiques et astronomiques® 


), Vi arrecd dei comple- 
menti cospicui, che fece conoscere nell’ adunanza tenuta dall’ Istituto 
Lombardo il 1° Luglio 1869.4) Per determinare in che cosa consistano 
ed a che cosa ammontino, fa duopo ricordare come sia definito il nuovo 
elemento introdotto nella scienza dal CurISTOFFEL sotto il nome di 
lunghezza ridotta di un arco di geodetica. Dati sopra una superficie 
curva due punti a, ), se intorno ad a@ si fa girare di un angolo infinite- 
simo dow la geodetica ab, Varchetto generato dall’altro punto b, non e 
misurato dal prodotto dellarco ab per dw, come succede nel piano, ma 
da quello di un’altra funzione (ab) per lo stesso dw; ora @ appunto 
la funzione (ab) che si chiama lunghezza ridotta dell’arco ab. Essa dipende 
in generale da quattro variabili, cioe dalle coordinate de’ punti a, b della 


superficie; ma si riduce a dipendere da due sole se quei due punti 


1) Sulla teoria delle geodetiche (Rend, del r. Instituto Lombardo 1,, 1868, 
p. TO8—719). . 

2) Sulla teoria generale delle superficie (Atti dell’ Ateneo Veneto 5,, 1868, 
p. 5385—542). 

3) Bulletin des se. mathém. 1, 1870, p. 169—171. 

1) Intorno ad un nuovo elemento introdotto dal Sig. Curisrorrei nella teoria delle 


superficie (Rend. del r. Ist. Lombardo, 2,, 1869, p. 853—863). 
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appartengono ad una assegnata geodetica. Col simbolo [a7] e col nome 
di ascissa ridotta il CHRISTOFFEL designa poi una funzione che per 
a<r differisce soltanto pel segno dalla lunghezza ridotta («7); secondo 
lor citato geometra, essa @ definita dall’ equazione differenziale 


=) cor} ss : o\ar 
cle"! + I, [er|=O con le condizioni [ar]=0 e a -1l per r=a; 
or 


qui, © la curvatura della superficie nel punto r. Ma Vascissa ridotta 
gode eziandio della proprieta espressa dall’ equazione 
C* lar] 1 
Co-dr  [er]*? 
e di cid il BELTRAMI seppe trarre profitto per concludere la seguente es- 
pressione generale dell’ ascissa ridotta mediante una funzione g di una 
sola variabile: 
p (r) — @ (ec) 
[ar] a 
VP (")- @ (ee) 
La funzione ausiliare gm soddisfa poi all’equazione differenziale seguente: 
29 g”’ — 38g"? 
i -=4h;,: 
g 
onde, se gm ne ® un integrale particolare e p, q, p’, g sono quattro co- 
. . »¢ . 
stanti tali che |”, % +O, sara 
\P | 
PPt+4 
PP+4 
l'integrale generale. Nel caso speciale in cui la superficie considerata sia 
di curvatura costante /, si ritrova cosi la formola 


sen (r— 1 Vk) 
| ova"| aa \ - ob 
Vi 
dovuta al CuristorrEL. Nel caso generale poi, se si scrive I’ equazione 
differenziale del terz’ ordine soddisfatta dalla g sotto la forma 


ge” 3 /g”’ 3 BY? 

Q 2 () 7 2h, , 
si ravvisa tosto nel primo membro la funzione che CAYLEY ha chiamato 
Schwarzian derivative') per ricordare che lo ScHwarz la studid in 
una memoria”) cirea contemporanea a quella del BELTRAMI che attualmente 
ci occupa: la presenza di siffatta funzione in una ricerca di geometria 


differenziale non rechera alcuna meraviglia a chi ricordi come essa_s’ in- 


1) On the Schwarzian derivative and the polyedral functions (Trans. of the 
Cambridge philos. society, 18:1 
T. XI, p. 149 e seg.). 


, 1881; oppure The collected mathem. Papers, 


2) Uber einige Abbildungsaufgaben (Journ, fiir Mathem. 70, 1869). 
Bibliotheca Mathematica. 111. Folge. II. 27 
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contri’) gia nelle antiche indagini di LAGRANGE Sur la construction des b 
cartes qcographiques (Mém. Berlin 1779). n 

Di altre formole eleganti ottenute dal BELTRAMI ci esoneriamo dal (1 
parlare; ma cid che va ricordato @ il legame che pit tardi (4 Marzo 1872 e 
egli seppe stabilire fra esse e quelle su cui si erige la geometria metrico- d 
projettiva di CayLey-K Lem. La breve nota*) in cui @ consegnata tale sl 
osservazione precede di poco IT ultimo lavoro*) che il BELTRAMI consacrd e 
alla Geometria infinitesimale. Esso concerne uno dei temi pit elevati ed q 
importanti di tale disciplina, un tema che il Nostro aveva gia stiorato Ci 
nelle Ricerche di analisi applicata alla geometria, cioe la teoria delle linee ri 
e superficie ortogonali. Il Bevrrami lo ha trattato servendosi di due 0 
triedri trirettangoli, uno dei quali sia mobile con una legge determinata if 


della variazione di tre parametri indipendenti; introducendo poi alcune 


quantita gia considerate dal BERTRAND, nonché altre di carattere pid ge- a 
nerale o di pit palese significato geometrico, egli arrivo per la via pit n 
naturale al teorema di Dupin sui sistemi tripli ortogonali ed alle non fi 
meno celebri formole di Lamé. «La semplicita colle quali queste rela- I 
zioni vengono qui dimostrate», nota egli finendo, « potra forse conciliare ri 
qualche attenzione sul processo analitico esposto»; che non errasse in z 
tale apprezzamento del proprio metodo @ dimostrato dal fatto che, in- ¢ 
dipendentemente da lui, il DarBoux, per stabilire le formole fondamen- § 
tali della teoria dei sistemi ortogonali, ricorse appunto') ad un triedro i 


trirettangolo, la cui posizione nello spazio ¢ funzione di tre parametri. 


d 
, ti 
VIII. 
; . a ae ek q 
Se con le opere sin qui discorse il BELTRAMI arrecd dei contributi . 
ees — i 
di valore permanente alle principali sezioni della teoria generale. delle 
; a 


superficie, con ‘quelli a cui ora ci vogliamo mostro di non sdegnare lo 
studio di certe classi di superficie. 

Nel primo, che in ordine cronologico incontriamo (fu scritto a Pisa 
il 14 Aprile 1865) estese a tutte le superficie di rotazione una_ bella 


a 
proprieta scoperta da LiouvILLE*) in quella generata dalla rotazione della | 
trattrice attorno al proprio asintoto; gli si offerse cosi I’ occasione per sta- 1 
i 
1) Scuwarz, Gesammelte mathemat. Abhandlungen (Berlin 1890), p. 351. 
2) Sulla teoria analitica della distanza (Rend. del r. Istituto Lombardo, 
5,, 1872, p. 294—296). ( 


2 


3) Di un sistema di formole per lo studio delle linee e delle superficie ortogonali 
[ (Id. p. 474—484). 

1) Lecons sur les systémes orthogonales et les coordonnées curvilignes, T. I (Paris : 
1898), p. 184. 


| 5) V. la Note IV all’ Application d’analyse a la géométrie di Monae (Paris 1850). 
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bilire aleune proprieta di questa curva, tanto eleganti e pur cosi poco 
note, che meritano di venire riferite: «1. La differenza fra la lunghezza 
(infinita) della trattrice e quella (parimente infinita) del suo asse @ finita 
ed equale a 27 (1 — log 2), 7 essendo la lunghezza costante delle tangenti 
della curva.') IL. Il solido generato dalla detta trattrice ha la stessa 
superticie e lo stesso volume di una sfera di raggio r.» La ricerca dell’ 
evoluta della trattrice guida ad una curva notissima (la catenaria); mentre 
quella delle sue evolventi mena a curve ognuna delle quali rotando é 
eapace di generare una superficie per cui @ costante la differenza fra 1 
raggi di curvatura in qualunque punto: cosi il BELTRAMI fu ricondotto ad 
occuparsi di una classe di superticie che aveva incontrato nelle sue Li? 
cerche (cf. § IIL) e di cui in tale occasione notd una nuova generazione. 

La superticie di rotazione avente per meridiano la trattrice venne studiata 
ancora dal BELTRAMI per altri scopi, come diremo pid avanti (v. § X); 
ma ora vogliamo rilevare come lo studio della memoria del Dint Sulle super- 
ficie nelle quali la somma dei due raggi di curvatura principale ¢ costante*) 
lo abbia indotto a proporsi di «trovare tutte le superficie gobbe i cui 
raggi principali di curvatura hanno fra loro in ciascuno punto una rela- 
zione costante non data a priori» e, contemporaneamente al Dri, trovd") 
che le sole elicoidi godono di quella prerogativa, risultato bellis- 
simo che ben presto venne collocato fra i teoremi classici della geometria 
infinitesimale. *) 

Pit esteso @ il lavoro sulle superficie ad area minima’), presentato 
dal BELTRAMI all’ Accademia di Bologna il 5 Marzo 1868. «Ce beau 
travail», scrive il DarBoux*), «contient une Note historique tres-étendue 
qui nous a permis, du moins nous l’espérons, de n’oublier aucun travail 
important publié sur notre sujet avant 1860»; ma esso contiene altro 
ancora. Notiamo anzitutto alcune relazioni — le quali portano il nome di 
formole di Bexrramz') — che danno i parametri differenziali misto e di 


1) Benché il Betrramr non I’ abbia avvertito, pure questo teorema appartiene 
ad una categoria di proposizioni concernenti la differenza fra archi di curve e 
lunghezze di asintoti, della quale Paoto Fuss somministrd i primi elementi nella 
memoria intitolata Quantum differat longitudo arcus curvae ab asymptota, utraque im 
infinitum extensa, inquiritur (Mém. de l’Acad. de St. Pétersbourg 9, 1824). 

2) Annali di matem. 7, 1865. 

3) Risoluzione di un problema.relativo alla teoria della superficie gobbe (Annali 
di matem. 7, 1865, p. 189—150). 

1) Darsoux, Lecgons sur la théorie générale des surfaces, 'T. Il (Paris 1894), p. 314. 

5) Memoria sulla teoria generale delle superficie d’ area minima (Mem. della 
acc. delle scienze dell’ Istituto di Bologna 7,, 1868, p. 411—481). 
6) Id. 'T. I (Paris 1887), p. 280. 
7) Bianem, Lezioni pag. 114. 
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second’ ordine delle coordinate x, y, ¢ di un punto di una superficie jn 
funzione dei coseni di direzione X, Y, 7 della normale e dei raggi_prin- 


cipali di curvatura; sono le seguenti: 


4,-yz=1-—YZ » 4:24 1—ZX , Away 1 XY 


le quali fanno sistema con le seguenti di Brioscut: 


12 = 1—X? , 4y=1-F¥ , 42=1-22 


1 

Applicando le nuove equazioni nell’ ipotesi che si tratti di una super- 
ficie ad area minima, il Nostro arriva ad una rappresentazione analitica 
generale di tali superficie, la quale sta in una relazione assai stretta con 
quella di WrrersTRAss. Essa conduce, fra I’ altre cose, ad una speciale 
corrispondenza univoca tra i punti di una superficie minima ed i punti 
di un piano, a cui giunsero per vie diverse il BELTRAMI e RtemMann!); 
siccome essa associa ad ogni superficie minima una funzione f (i) di va- 
riabile complessa, cosi nasce la questione di determinare quali mutazioni 
subisce f (wz) quando la superficie venga mossa comunque nello spazio: 
risolvendola il BeLrramt offerse il primo esempio della ricerca generale 
delle relazioni che passano fra le trasformazioni della funzione f (i) e 
quelle che in conseguenza risente la corrispondente superficie minima. 
Egli poi, finendo, ha considerata anche le superficie parallele a quelle 
d’ area minima: per esse @ costante la somma delle curvature principali 
in un punto arbitrario. 


IX. 

Le investigazioni del BELTRAMI, di cui additammo sin qui i felici 
risultati, abbracciano, si pud dire, tutta la Geometria intinitesimale delle super- 
ficie e del nostro spazio. Un argomento perd rimase ad esse estranee; un 
argomento che la traduzione da lui fatta di una celebre memoria di GAUss*) 
ed i doveri annessi alla carica che egli ebbe di professore di Geodesia 
dovevano necessariamente fare entrare nell’ ambito delle sue meditazioni: 
alludiamo alla teoria delle carte geografiche 0, se meglio piace, alla rappresen- 


tazione di una superficie sopra un piano. Ora a questo soggetto il BEL- 


1) Cf. Darsovx vol. cit. p. 320. 

2) Soluzione generale del problema: Rappresentare le parti di una superficie 
data sopra un’ altra superficie parimenti data, in quisa che la rappresentazione riesca, 
nelle sue parti infinitesime, una figura simile alla figura rappresentata Annali di 
matem. 4, 1861, p. 214—232), 
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TRAML dedicd infatti una memoria‘), la quale occupa un posto eminente 
nella collezione de’ suoi scritti, non solo grazie ad una proposizione im- 
portantissima che insegna*), ma anche per la luce inattesa che projettd 
poi sopra questioni geometriche fondamentali e pel nuovo orientamento 
che essa diede al corso dei pensieri del suo autore. 

Nell’ esordio della memoria in questione (datata da Pisa, 31 Maggio 
1866) il BELTRAMI osserva che nella maggior parte delle ricerche che 
furono istituite dai geometri sulla teoria delle carte geografiche si presero 
le mosse o dal principio della conservazione degli angoli o da quello della 
conservazione dei rapporti d’ area; ma @ chiaro potersene scegliere qualche 
altro ed @ evidente che, quando si tratti di una carta destinata a servire 
alla misura delle distanze, sarebbe convenientissimo proporsi che alle geo- 
detiche della superficie corrispondessero le rette del piano, giacché, ese- 
guita tale rappresentazione, le questioni concernenti triangoli geodetici 
sarebbero ridotte a semplici questioni di trigonometria piana. Ora, se si 
considera la superficie definita dell’ elemento lineare 


de =F -dw+2F-du-dv+G@-dv’, 


il problema-di rappresentarla punto per punto su un piano in modo che 
alle geodetiche corrispondano rette di questo equivale alla ricerca delle 
condizioni affinche ’ equazione differenziale di queste linee abbia la forma 


du. dv? —dv- du? = 0. 


Paragonando questa all’ equazione differenziale generale delle geode- 
tiche si ottengono quattro equazioni differenziali fra tre funzioni incog- 
nite; da cid emerge che il problema enunciato @ in generale im- 
possibile; ma, combinando opportunamente le equazioni trovate, si vede 
che affinché il problema si possa risolvere @ necessario e sufficiente che 
l elemento lineare della superficie proposta sia riducibile alla seguente 
forma: 

(v? + a*) du? — 2uv-du-dv + (u* + a?) dv? . 


it = ht SS st 


(uw? + vy? + a®)? ’ 





la superficie stessa @ quindi di curvatura costante Ri Si conclude per- 
B 


tanto che «le sole superficie suscettibili di essere rappresentate sopra un 
piano in modo che ad ogni punto corrisponda un punto e ad ogni geo- 
detica una retta sono quelle la cui curvatura @ dovunque costante.» Questa 
proposizione mostra non esistere le sperate rappresentazioni di una super- 


1) Risoluzione del problema: riportare t punti di una superficie sopra un piano 
in modo che le linee geodetiche vengano rappresentate da linee rette (Annali di 
matem. 7, 1865, p. 185—204), 


2) Cf. Darsoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces, T. III (Paris 1894), p. 41, 
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ficie sopra di un piano, svela invece un’ interessante proprieta caratteristic; 
| a 


delle superficie a curvatura costante e suggerisce il bel problema — risolto 
poi dal Drxt') di stabilire una corrispondenza fra due superficie curve, 


tale che ad un punto corrisponda un punto e ad una geodetica un’ altra 
ceodetica. 

Ora nel torno di tempo in cui veniva composto il lavoro teste rias- 
sunto, Hoven in Francia ed in Italia il BATTAGLINI si adoperavano a 
diffondere le idee rivoluzionarie di BoLyal e di LOBATSCHEWSKY, e ve- 
niva dissepolta e pubblicata I’ « Habilitationsschrift» di Riemann Uber 
die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. I] BELTRAMI segul 
con interesse crescente tutte queste pubblicazioni; anzi di quest’ ultima 
fece una traduzione commentata, della quale parla in due lettere scritte 
ad ANGELO GENOCCHI*) e che, pel loro interesse storico, giudichiamo 


opportuno di qui riferire: 


Bologna 9 Giugno 1868. 


Dietro quanto mi scrive oggi il professore Cremona mi prendo la 
liberta di inviarle sotto fascia il manoscritto della traduzione di una me- 
moria postuma del Riemann, interessantissima per la estrema importanza 
e vastita del suo soggetto, al quale, bisogna dirlo, ¢ poco adeguata la 
brevita dello sviluppo. 

Intorno alla mia traduzione debbo notare in primo luogo che ho vyo- 
luto essere fedelissimo al testo, pel timore che altrimenti facendo io po- 
tessi alterare il vero senso di un dettato che in molti punti da luogo a 
dubbiezza di interpretazioni. Quindi la traduzione non pote riuscire il 
piu delle volte schiettamente italiana. Mi sono permesso alcune inno- 
vazioni di linguaggio che sono prontissimo a ritirare quando me ne ver- 
ranno proposte di migliori, ma sono poche, anzi forse due sole: la parola 
metricita, nell’ immaginare la quale mi corse al pensiero la sua sorella 
atomicita, gia adottata dai chimici, e che pud all’ uopo essere surrogata 
da rapporti metrici, traduzioue letterale di J/a/sverhdltnisse; e le parole 
sfero e costruzioni steriche per tradurre Rawngré/sen e Rawnkonstruktio- 
nen, al posto delle quali si potrebbe dire grandezze spaziali e costruzioni 
spaziali. 

A fianco della traduzione ho inserite delle annotazioni, stese currenti 
calamo e per uso interno (usando la frase degli speziali), vale a dire 
destinate propriamente per me solo. Quindi tali note o non dovrebbero 
esser lette, o non lo dovrebbero essere che con molta e molta indulgenza, 
perche le pit fra esse sono piuttosto indicazioni destinate a servirmi come 
di guida per fare attenzione a quei punti che mi cagionarono le maggiori 
difticolta, di quello che commenti propriamente detti e definitivi. Vi 
sono poi moltissimi altri punti che meriterebbero dilucidazione ed ai quali 
1) Annali di matem. 3,, 1869. 

2) Gli originali di tutte le lettere del Benrraw al Gexoccnt sono conservati 
nella Biblioteca Comunale Passerini-Landi di Piacenza 
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mi riservo di pensare in seguito, giacche il soggetto non e di quelli che 
invitino senza stento ad una continuata meditazione, come avverrebbe se 
l’ esposizione fosse bensi concisa ma corredata di tutti gli elementi in- 
dispensabili all’ intelligenza, anziche enigmatica pertino nelle definizioni 
di aleuni enti, come Ella ben vedra. 

La parte IIT ed ultima @ quella che mi @ sembrata meno accessibile 
delle altre, cosa tanto pil spiacevole in quanto che e quella che accenna 
lontanamente a risultati di estrema importanza. In quella parte, pit che 
nelle altre, diventerebbe indispensabile di avere almeno le basi del metodo 
generale con cui Riemann deve avere studiato le varieta molteplicemente 
estese. 

Ella trovera in due mie annotazioni qualche allusione ad un mio 
modo di interpretare i risultati della geometria cosi detta non-Euclidea. 
Se Ella desidera qualche cenno intorno a cid potra rivolgersi al prof" 
Cremona che ha ayuto fra le mani un mio manoscritto contenente la 
completa costruzione reale della planimetria di Lopatscuewsky. Il fondo 
delle ricerche di Loparscurewsky ricade indubbiamente nella dottrina toc- 
cata da Riemann, ma con questa differenza che Riemann fa vedere per- 
fettamente bene quali siano i postulati dell’ ordinaria matematica, mentre 
LOBATSCHEWSKY non precisa in aleun punto le sue premesse. Ma su 
questo argomento parmi inutile entrare in ulteriori particolari, tanto piu 
che non sono lontano dall’ intenzione di pubblicare aleuni dei miei studi 
in proposito, incoraggiato appunto dall’ appoggio che essi trovano nel 
lavoro di RirmMany, venuto da poco soltanto a mia conoscenza. 

Godo che questa occasione mi abbia permesso di rivolgere direttamente 
la parola ad una persona che altamente stimo, e mi @ grato che essa 
siami stata fornita du un altra non meno egregia persona, qual’ é |’ ot- 
timo amico mio il prof Cremona. 

Ella non si dia aleuna premura pel rinvio del manoscritto, del quale 
non ho bisogno, avendo il testo tedesco, 


Bologna 23 Luglio 1868. 


Ricevetti a suo tempo la graditissima sua lettera dell’ 11 Luglio, 
insieme colla traduzione manoscritta della Memoria di Riemann che Ella 
poteva tenere anche pitt a lungo, avendo io la Memoria originale. 

Gia Ella avra ben rilevato che di questa Memoria non ho inteso che 
in alcuni punti il senso (o almeno ho creduto di capirlo): mentre in 
parecchi altri punti, e dei pit importanti i miei sforzi sono per adesso 
riusciti vani. Cid vale sopratutto per la terza sezione, che dovrebbe 
essere la pitt importante, concernendo le applicazioni al mondo sensibile. 
Lasciamo al Sig’. DepeKinp la cura di pubblicare il commento promesso 
alla Memoria in discorso: egli ¢ a cid molto idoneo, primieramente per 
essere stato conoscente di Riemann e allievo della stessa scuola, e in 
secondo luogo per aver git dato saggio di sapere lucidamente esporre 
argomenti non facili. 

L’ anno scorso, quando nessuno sapeva di questo lavoro fondamentale 
di RreMANN, io aveva comunicato all’ ottimo Cremona un mio scritto nel 
quale davo un interpretazione della planimetria non-euclidea, che mi sem- 
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brava soddisfacente. I] Cremona non ne giudico diversamente, ma mi 


‘ 
fece una obbiezione di massima, dicendomi che poiche io usavo I’ ordi- 
naria analisi, che ¢ fondata sul concetto euclideo, non potevo tenermi 
certo che con cio solo io non avessi pregiudicato il finale risultamento, 

Questo discorso per veriti non mi soddisfaceva, perché mi pareva che 
quando uno spiega un nuovo fenomeno col mezzo di leggi note, non si 
puo legittimamente pretendere che egli debba ancora provare non potersi 
lo stesso fenomeno spiegare con altre leggi, rimote dalle comuni. In 
questo caso non yi potrebbe mai essere alcuna ipotesi scientificamente 
provata. Comunque sia, quell’ obbiezione fece si che io lasciassi dormire 
lo scritto, e di cid sono ora contento perche alla fine del medesimo avyevo 
arrischiato un giudizio sulla stereometria non-euclidea, che adesso non 
credo equo. Ma lo scritto, purgato di questo fallo, uscira sul Giornale 
di Napoli, nella sua forma originale, salvo qualche aggiunta che posso 
azzardare ora, perche sostanzialmente concordante con alcune delle idee 
di Rremann. 


Stante la prossima pubblicazione di 


li questa qualunque  siasi ricerca 
sul soggetto, credo inutile di dargliene un cenno sommario qui, cid che 
forse non potrei fare chiaramente. Ma le dird che vi trovern la piena 
conferma di quanto Ella serive, cioe che il postulato della retta non sia 
sufficiente a definirla. Anzi questa considerazione © stata precisamente il 
punto di partenza delle mie ricerche. 

Un punto dove io non mi troverei perfettamente d’ accordo con Lei, 
sarebbe nella grande ripugnanza che Ella mostra ad invocare le osser- 
vazioni astronomiche in appoggio dei principii della geometria. Forse 
LoparscHEWwsky e Riemann non hanno bene esternato il loro pensiero in 
tal proposito (supposto che io dal canto mio lo interpreti rettamente). 
[ postulati della meccanica si fondano su fatti esterni, su esperienze: 
eppure nessuno dubita che |’ imperfezione dei nostri mezzi di osservazione 
possa infirmare |’ esattezza dei loro enunciati. In altre parole basta con- 
cepire che si possano provare con osseryazioni e sperienze. — La cosa puod 
considerarsi anche sotto un altro punto di vista. Data per es. una sfera 
materiale, la sola trigonometria sferica non puo servire ad assegnarne il 
raggio: occorre perciO qualche misura effettiva, qualche sperienza. Nello 
stesso modo, se la geometria stabilisse dei teoremi relativi ad una classe 
di enti fra cui si trovasse il piano, non si potrebbe riconoscere il piano 
fra tutti questi enti se non col mezzo di qualche dato sperimentale. Non 
importerebbe occuparsi della precisione dei mezzi usati a rilevare questo 
dato; basterebbe concepire che questo dato occorre, e che non pud venire 
che dal di fuori. 


X. 


I] lavoro di cui fa cenno -questa lettera @ il Saggio d’ interpretazione 


della geometria non-euclidea*) il primo degli scritti che, per usare le belle 
parole di Lurgr Cremona <«diedero al BELTRAMI quasi di slancio quella 


1) Giorn. di matem. 6, 1868, p, 284—312. 
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riputazione che si andO sempre pitt diffondendo sino a divenire ammira- 
zione universale». Esso apparve nel momento in cui ferveva accanita la 
lotta fra gli idealisti, disposti ad accettare le nuove dottrine geometriche, 
benché in aperto contrasto con i risultati dell’ esperienza, ed i realisti 
pronti a deridere coloro che nutrivano fede nella possibilita della geometria 
di LopATsCHEWSKY. Per ridurre al silenzio gli oppositori misoneisti un 
mezzo di irresistibile potenza si offriva spontaneo, quello cioe di presen- 
tare |’ esempio di una superficie, regolare come il piano e la sfera, nella 
quale le linee corrispondenti alle rette di quello ed ai circoli massimi di 
questa, cioe le linee geodetiche, si comportassero come le rette del piano 
non-euclideo. Questa @ I’ idea geniale che balend dinanzi alle mente del 
BELTRAMI; per tradurla in atto egli era mirabilmente preparato dalle ricerche 
che riferimmo nel § prec., e fu appunto applicando i risultati di esse che 
egli venne condotto ad ammettere I’ esistenza di una superficie semplicemente 
connessa, ove |’ elemento lineare fosse esprimibile sotto la forma seguente 


9 so (a? — v*) du? + 2uv-du- dv + (a? — u®) dv? 
ds* = R? ——_ - 7 - 3 
(a®> — w? — v*)* 
una siffatta superficie @ di curvatura costante — R ° le sue geodetiche si 
P2 


comportano in un modo che corrisponde esattamente a quello delle rette 
nella geometria di LOBATSCHEWSKY. 

Quanto il BELTRAMI abbia contributo con tale osservazione, magi- 
stralmente illustrata nel suo Sagyio, al trionfo delle idee da lui patrocinate 
e noto a chiunque abbia seguito, nelle varie sue fasi, lo svolgimento delle 
geometria non-euclidea. Ma, poco dopo la pubblicazione di quello scritto, 
da geometri illustri') vennero manifestati dei gravi dubbi sulle premesse 
del BELTRAMI, venne cioe ayvvertito non essere certa I’ esistenza di super- 
ficie del tipo a cui questi ricorse par rappresentare, senza snaturarlo, il 
nuovo sistema di geometria. Sembra che il BELTRAMI si sforzasse di 
dissiparli; pare almeno che a tentativi di tal genere debba la vita una 
memoria”), ove @ studiata con cura scrupolosa la superficie generata dalla 
rotazione della trattrice attorno al proprio asintoto, con lo scopo di de- 
durne gli elementi per una costruzione semplice ed esatta della super- 
ficie medesima. Non avendo essi conseguito il fine a cui miravano, il 
GENOCCHI, in una delle sue migliori memorie*), ripete quegli appunti in 


1) Hetmuottz in Revue des cours scientifiques 1870, p. 499 e F. Kem in 
Bulletin des sciences mathém. et astron. 4, 1871, p. 345. 

2) Sulla superficie di rotazione che serve di tipo alle superficie pseudosferiche 
(Giorn. di matem. 10, 1872, p. 146—160). 

3) Surun mémoire de Davier vz Foxceyex et sur les géometries non euclidéennes (Mem. 
della r. accad. delle scienze di Torino 29,); veggasi specialmente 1’ Appendice. 
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modo ancora pili particolareggiato ed energico, sostenendo non essere di- 
mostrato che |’ equazione a derivate parziali, caratteristica delle superficie 
di curvatura costante negativa, ammetta almeno un integrale soddisfacente 
a tutte le condizioni imposte alla pseudo-sfera per servire alla rappre- 
sentazione del BeLTraAmi. Di risposte da questi date non vi @ alcuna 
traccia, nemmeno nel carteggio che egli tenne col suo collega di Torino; 
forse egli s’ avvide che quelle obbiezioni sgraziatamente erano fondate: 
ma la constatazione definitiva di tal fatto, cioé la dimostrazione completa 
dell’ inesistenza di superficie di curvatura costante negativa regolari in 
tutta la loro estensione, non venne compiuta se non dopo la morte del 
Nostro matematico.') La rappresentazione immaginata del BELTRAMI é 
dunque assai limitata ed il bel edificio con tanto amore elevato, se non 
cade al suolo, si mostra perd di solidita ed estensione minore di quanto 
erasi creduto. Se pud sembrare esagerazione il dire essere omai compiuta 
la missione storica dal destino affidatogli (cio quella di validamente co 
operare all’ adozione generale delle idee riformatrici di LOBATSCHEWSKyY), é 
perd con un senso di profondo rammarico che si @ costretti a constatare 
come la pili popolare e geniale delle opere del BELTRAMI sia quella che 
maggioramente presta il fianco alla critica; ne vale a pienamente confor- 
tarci il pensiero che il difetto esistente nella sua struttura é contrabilan- 
ciato da qualité indiseutibili e che il proemio del Saggio d’ interpretazione 
é destinato a prendere posto, nelle collezione dei classici italiani, accanto 
alle pitti belle pagine di GALILEO. 

Da quest’ epoca (1868) in poi non ha mai cessato I’ interesse del 
Nostro per tutto cid che riferisce, pid o meno direttamente ai principi della 
geometria. Valga a provarlo in primo luogo un breve nota*), ove é@ in- 
segnata una definizione della trattrice, come inviluppo delle sue tangenti, 
che consegue dall’ espressione data da LoBarscHEWSKY per I’ angolo di 
parallellismo. Parrechie prove di esso sono poi offerte dal carteggio che 
in quel tempo egli ebbe col GENOCCHI, nel quale troviamo’) additato il 


vizio dell’ argomentazione proposta dal Carton‘) 


per dimostrare il postu- 
lato di EvcLIpDE, notizie®) sopra ricerche intese a determinare chi fosse 
lo SCHWEIKART®), di cui @ parola nella corrispondenza epistolare fra GAUSS 


e SCHUMACHER, ed un giudizio motivato sopra I’ articolo dell HoteL Sur 


1) D. Hinsert, Uber Flichen von lonstanter Gacssscher Kriimmung (Trans of 
the American mathem. society-2, 1901). 

2) Teorema di geometria pseudo-sferica (Giorn. di matem. 10, 1872, p. 58). 

3) Lettera del 4 Gennajo 1869. 

1) Presentata dal Berrranp all’ Istituto di Francia il 20 Dicembre 1869. 

5) Lettera del 21 Gennajo 1870. 


Individuo oggi ben noto. 
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'impossibilité de démontrer par une construction plane le postulatum a Eveiimer. 
Un attestato di pubblica ragione di tale interesse @ inoltre offerto dalla 
bellissima comunicazione fatta all’ Accademia dei Lincei il 17 Marzo 1889 
per presentare, sotto la debita luce, l opera — di cui allora erano ignoti 
il valore ed il significato — del P. SaccnER! Evciiers ab omni naevo vindi- 
catus.!) Possiamo aggiungere che alla geometria non-euclidea il BELTRAMI 
non cessd dal pensare nemmeno quando aveva consacrate tutte le forze 
del proprio ingegno allo studio dei fenomeni naturali; ne @ una prova la 


generali dell’ elasticita vinco- 


scoperta da lui fatta dell’ essere le equazioni 
late al postulato euclideo*); osserva inoltre un suo egregio discepolo*) 
«come egli mostri, in qualche passo, d’ avere rivolto lo sguardo al partito 
che la Fisica potrebbe trarre dall’ ipotesi di una diversa natura geometrica 
dello spazio, concetto ardito, pit esplicitamente avanzato da CLIFFORD; 
ne egli avrebbe potuto mai perdere di vista quegli spazii curvi, dai quali 
aveva preso trionfalmente le mosse ». 


XI. 

Con questi cenni siamo ancora ben lungi dall’ avere esaurito I’ esame 
degli scritti del BEL TRAM dovuti all’ impulso di Riemann. Al movimento 
intellettuale prodotto dalla celebre « Habilitationsschrift» si connette in- 
fatti anche la Teoria fondamentale degli spazi di curvatura costante*), ove 
le pit’ essenziali considerazioni contenute nel Suggio, convenientemente 
generalizzate, porgono la piena giustificazione di alcuni asserti riemanniani 
e notevoli illustrazioni di altri. Non @ questo l unico lavoro del BEL- 
TRAMI ove s’ incontrino considerazioni iperspaziali, ma in esso vengo- 


1) Un precursore italiano di Lecexvre e di Lonarscnewsxy (Rend. della r. ace. 
dei Lincei 5:1, 1889, p. 441—448). 

2) Sulle equazioni generali dell elasticita (Annali di matem. 10,, 1881, 
p. 188—211). 

3) G. A. Macar, Commemorazione inserita nell’ Annuario della r. univ. di 
Pisa, anno 1900—1901. 

1) Annali di matem. 2,, 1868—1869, p. 232—235. Memoria datata da Bo- 
logna, Ottobre 1868. Crediamo utile riferire qui una correzione ad essa dal Bertram 
stesso segnalata in una lettera scritta al Genoccnt da Venezia il 6 Agosto 1869: «Ap- 
profitto dell’ occasione per ritirare una frase della mia memoria Sugli spazii di cur 
vatura costante, che non corrisponde essattamente al mio pensiero, e che ho lasciato 
correre soltanto per cid che la stampa di detta Memoria avvenne molti mesi dopo 
che fu composta, ed in epoca nella quale mi trovavo molto occupato di altre cose. 
La frase, cui alludo @ contenuta nell’ ultima linea della pag. 17 (dell’ esemplare a 
parte) e nelle prime due della pag. 18. La vera considerazione che mi sembra do- 
versi fare & quella esposta nella nuova mia Memoria Sui parametri differenziali (che 
ebbi l onore di spedirle recentemente), dalla linea 11 (dal basso) della pag. 13 alla 
linea 11 (dall’ alto) della pag. 15. » 
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no presentate con maggior coraggio e nel modo pit esplicito; I’ Autore 
che in altri scritti') aveva invocata, come propria giustificazione, I’ autorita 
di Gauss, qui crede opportuno avyvertire: «Certe locuzioni di cui per 
amore di brevita faccio uso frequente non parranno, io credo, né stentate 
ne oscure a chi guardi pit alla sostanza che alla forma. L’ attento lettore 
non avra da fare aleuno sforzo per intenderle senz’ altra  spiegazione, 
restandogli del resto piena facolta di uon attribuire loro che un significato 
meramente analitico ». 

Estendendo le considerazioni fondamentali del citato Saggyio il BrE.- 
TRAMI definisce uno spazio a n dimensioni mediante la seguente espres- 
sione del suo elemento lineare: 


dt Roe — . 


ove le w+ 1 variabili z, z,,-+, 2, sono fra loro legate della relazione 


Zin ?t 4 1 2 2 
UV 4L +e +4 a. 


I | I t 


E uno spazio, dall’ autore ammesso per semplicemente connesso, in cui le 
geodetiche sono rappresentate da equazioni lineari fra le coordinate, in cui 
PE 1 


e possibile il movimento senza deformazione, in cui la distanza o fra due 
punti () e (2’) @ determinata dalla formola: 


0 , a — vy Ky 
cosh .__f 
R {_3 2 2 2 rz 
| (a —2 cso lla- x; coe Yr, ) 


Lo spazio stesso si pud definire anche mediante altre forme dell’ ele- 


mento lineare, fra cui meritano di venire segnalate le seguenti: 


e Radr\? , Rr? 49 40 
ds* = ( 2 ») TT Zz (das ~~ 0 80 et diz), 
a-—r- a* [ 
con Ja condizione 4} +---+ 4, =1 

dé> + + dé 
ds? =. =T 

1 Sy “T rT Sp 

1 R? 

Vdyitdn' +---+dn_, 

ds? —_ : 
7 


‘ 

la seconda venne enunciata da RIEMANN e mette in evidenza essere lo spazio 
considerato di curvatura costante negativa (spazio pseudo-sferico, secondo 
BeLTRAMI); la terza invece prova essere 7 = 0 I’ equazione di uno spazio 
piano, trajettoria ortogonale di tutte le geodetiche che passano per w 


1) Alludiamo specialmente a quello sui parametri differenziali (v. § XID. 
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punto situato all’ infinito. Cambiando nelle formole precedenti I, a, x 
risp. In 7h, ia, ix si ottengono le formole che competono ad uno spazio 
sferico; la distanza 9 fra due punti (x), (2’) di tale spazio ¢ determinata 
della formole: 


0 ater Bee eae Lowa 

C8 = 
r f 3 2 ‘ 2 2 7) 2 

} (a “fb a + -++ ta”) (a -| a | — ah - A 


Siecome le «sfere geodetiche» di uno spazio pseudosferico sono spazi 
sferici, Cosi si giunge alla notevole conseguenza, che «la geometria sferica 
pud considerarsi come contenuta nella pseudo-sferica. » 

Una aggiunta rilevante alle formole ed alle proposizioni esposte 
nella Teoria fondamentale apportd lo SCHLAFLI') scoprendo che il pit ge- 
nerale spazio a ” dimensioni avente le geodetiche rappresentabili medi- 
ante equazioni lineari si ottiene assoggettando lo spazio considerato dal 
BELTRAMI ad una transformazione omografica arbitraria; e questi si affrettd 
a mostrare*) come I’ espressione dell’ elemento lineare del nuovo spazio 
si possa dedurre, con un calcolo assai elegante, dall’ espressione dell’ ele- 
mento lineare dell’ antico. 

A proposito di queste ricerche il BELTRAMI comunicdO ad ENRICO 
p'Ovip10, con lettera del 25 Dicembre 1872, aleune notizie che, grazie 
alla loro eccezionale importanza, meritano di venire qui riprodotte *): 

Le dilucidazioni che a lei possono occorrere, circa il punto in- 
dicatomi della mia Memoria sugli spazii di curvatura costante, sono 
tutte contenute in un’ altra Memoria molto anteriore (del 65 0 66) 
intitolata: Risoluzione del problema, ece., citata nella Nota 1* al Saggio 
sulla Geometria non-euclidea, stampato nel Giornale di Napoli. Mi 
sia lecito il dire che questa quistione @ precisamente quella nella 
quale, se non sono in inganno, io ho introdotto un elemento vera- 
mente nuovo nella ricerca analitica circa la natura degli spazii; e cid 
& tanto vero, che gli @ appunto per questa via che io sono entrato, 
senza volerlo e quasi senza saperlo, nelle dottrine di LOBATSCHEWSKY, 
RIEMANN, ecc., nelle quali io sono poi andato a cercare delle veri- 
ficazioni, e che, alla loro volta, mi hanno suggerito altre ricerche 
secondarie, a cui, altrimenti, non avrei pensato. In una parola, ecco 
il principio che io credo enunciato e dimostrato da me per la prima 


1) Nota alla memoria del sig. Berrramr « Sugli spazii di curvatura costante » 
1871—1873). 
2) Osservazione sulla precedente memoria del sig. prof. Scurirrs (Id. p. 194—198). 


Annali di matem. 5,, 

3) La citata lettera venne pubblicata per la prima volta nella Commemorazione 
del Bertram Jetta dal Prof. p’Ovin1o dinnanzi all’ Accademia di Torino (Atti della 
race. delle scienze di Torino 35, 1899—1900), 
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volta: La Geometria generale, cioe senza il postulato d’ Eucuipg, ¢ 
analiticamente, la Geometria degli spazii in cui le linee geodetiche sono 
rappresentate da equaziont linear’. S intende bene che io parlo dei 
soli spazii dotati di elemento lineare quadratico. WTEMANN ha lasciato 
intravedere la possibilita d’ altri spazii; ma e probabilissimo che la 
considerazione di questi sara per molto tempo infinitamente pid in- 
utile, se cosi si pud dire, di quelli della Geometria non-euclidea. 
Le dird anche, e questo potra giovare al di lei scopo, I ordine 
cronologico dei miei studi in argomento. Dapprima un’ osservazione, 
buttata la da LAGRANGE in una delle sue Memorie sulle carte geo- 
grafiche, mi ha condotto a cercare se ci fossero superficie rappresen- 


geodetiche fossero 


tabili sopra un piano, per guisa che le loro linee 
rappresentate da linee rette; il che @ quanto dire, superficie rappre- 
sentabili con coordinate curvilinee we vr, per guisa che le loro linee 
geodetiche fossero rappresentate da un’ equazione lineare in wu e +, 
Nella citata Memoria del 66 ho trovato che tali superficie dovevano 
avere necessariamente la curvatura costante (positiva, negativa o nulla), 
Pit tardi, nel Saggio, ho mostrato, partendo da questo fatto, che nella 
ipotesi della curvatura xegativa la Geometria di queste superficie é 
identica a quella di Gauss e di Loparscnrwsky. In seguito, vo- 
lendo estendere queste considerazioni allo spazio, sgomentandomi (a 
torto) delle difficolta’ che presentava la risoluzione, nel caso di tre di 
mensioni, del problema gia da me risoluto nel 65, tentai di costruire 
la soluzione « priori, cioe per induzione, e fortunatamente ci riuscii, 
osservando che in luogo della equazione (1) del Saggio si pud scrivere: 


du* 4 


ds:* R* ' 


dv? + dw* 9 9 9 


i? ; a uw+o+w*, 


formole che, aggiungendo una dimensione, suggeriscono di porre: 


> 9 at® lu? + dv? lw? - > - . ; ° 
ds? = R? ts a? = f+ y® + vy? + wy? 


w ? 


Verificai dunque che due equazioni linear? fra le tre variabili ¢, u,v 
definiscono una linea geodetica, cioe rendono {ds = 0. Ma appena con- 
seguito questo risultato, che io sviluppai in modo prolisso e coll’ aiuto 
di variabili ausiliarie (specie di coordinate polari non - euclidee), 
cominciai a sospettare che il teorema fosse vero per » qualunque, e 
verificando questa congettura giunsi alla dimostrazione che forma il 
principio della Memoria sugli spazii di curvatura costante. — Pid 
tardi, quando imparai a conoscere la teoria di CAYLEY, mi accorsi che 
il suo assoluto era precisamente quel luogo limite che io otteneva 
dall’ equazione w = ossia « = 0, e compresi che |’ identita dei 
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risultati era dovuta a questa cireostanza, che nella Geometria pro- 
iettiva (analitica) si ammette gia per dato che le equazioni lineari 
rappresentino linee di minima distanza, cosicche questa Geometria 
studia, inconsapevolmente, gli spazii di curvatura costante. lo ho 
avuto il torto di non pubblicare questa osservazione, che fu poi fatta 
dal KLEIN e corredata da lui di molti sviluppi, a molti dei quali io 
non avevo punto pensato. In questo modo il mio principio della 
linearitd & stato naturalmente dimenticato, ed © stato sostituito da 
quello della proéettivitad che gli equivale completamente. — Dicevo 
che a torto io aveva temuto di non poter seguire, per 2 > 2, il pro- 
cesso tenuto per le superficie: infatti recentemente lo SCHLAFLI ha 
svolto, sostanzialmente, questo processo per 2 qualunque negli Annali 
di matematica, ed ha cosi dimostrato (e generalizzato omografica- 
mente) il punto di partenza della Memoria in quistione “. 

Quattro anni pit tardi, nell’ epoca in cui il Nostro aveva gia scelte 
le questioni di filosofia naturale come principale soggetto delle sue feconde 
investigazioni, egli porgeva un nuovo importantissimo complemento 
alla sua ZJeoria stabiliendo in una memoria presentata all’ Accademia 
dei Lincei e di cui venne pubblicato soltanto un riassunto') — le formole 
da porsi a base della cimematica degli spazi di curvatura costante; sono 
formole che comprendono come caso particolare quelle che, nella cine- 
matica ordinaria, vanno sotto il nome di EULERO, e che ne ammettono altre 
correlative non somiglianti ad altre anterioremente note. Il BELTRAMI ne 
ha dedotte inaspettate illazioni, fra cui va notato il seguente teorema: «In 
un #-spazio (sic) di curvatura costante esiste sempre, quando ” @ pari, per 
qualsivoglia movimento elementare di un sistema rigido, un centro istan- 
taneo di rotazione ed un piano istantaneo di scorrimento. Quando invece 
ne dispari, non esiste in generale alcun centro istantaneo; ma, se ve ne 
@ uno, ve ne saranno infiniti appartenenti ad una retta». Quando lo spazio 
é euclideo, per n= 2 e n=3 si traggono da questa proposizione risul- 
tati noti ab immemorabilis, e per nv qualunque fatti osservati nel 1865 dallo 
ScHLAFLI (Journ. fiir Mathem. 65); ma dn generale essa addita una 
differenza di struttura estremamente importante fra gli spazi di curvatura 
costante ad un numero pari e quelli ad un numero dispari di dimensioni, 
differenza che posteriori ricerche geometriche e meccaniche hanno confermata 


in pitt modi. 


1) Formules fondamentules de cinématique dans les espaces de courbure constante 
Extrait d'un mémoire lu & I’ Académie Royale des Lincei, 4 Rome); Bull. des 
sciences mathém. et astron. 11, 1876, p. 233—241. 
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XIU. 


Un legame indiscutile e profondo, quantunque non confessato e¢ 
nascosto, esiste fra codeste ricerche iperspaziali del BELTRAMI ed) una 
memoria ove si incontrano nel loro stato di completa maturita e massimo 
sviluppo aleune idee consegnate nelle Ricerche di analisi applicata alla 
geometria e nel lavoro che tratta Delle variabili complesse sopra una super- 
ficie qualunque. E la Memoria sulla teorica generale dei parametri diffe- 
re nziali'), letta all’ Aceademia di Bologna il 25 Febbrajo L869, compen- 
diata dal Darpoux nella sua grande opera*), ed i cui risultati sono di 
una fecondita che «ebbe recente conferma nell’ applicazione che Enrico 
Herrz fece dei principii di quella teoria alla sua nuova esposizione della 
Meceanica Razionale.»*) Serve di lontana preparazione ad essa una breve 
nota, seritta nel Dicembre 1866, Intorno ad una trasformazione di varia- 
bili‘), avente per soggetto le forme quadratiche (finite e differenziali), 
delle quali appunto @ esclusivamente parola nei primi due paragrafi della 
memoria suindicata. Questi due paragrafi sono indispensabili per < sta- 
bilire (come si propose di fare il BeELTRAMI) la teoria generale dei para- 
metri differenziali, liberandola da ogni restrizione non necessaria, sia circa 
il numero delle variabili, sia circa il significato delle medesime.» Appli- 
cando le proposizioni in essi esposte, il BELTRAMI, estendendo un teorema 
di JAcosi, dimostra la proprieta invariantiva delle funzioni 


a) aU aU ae eU av 
4,U=>) A, 5-5, 4,UV=> A, 5+ (8 =1,2,-+-y0) 
see 7 Ow, Ow, : “ ¢ “,. OX, ‘ . 


ove U,V sono funzioni omogenee arbitrarie delle variabili 2,,+--+, 2 


e, posto 


1) Mem. della r. accademia delle scienze dell’ Istituto di Bologna, 
S,, 1869, p. 549—590. 

2) Lecons sur la théorie générale des surfaces, T. UI (Paris 1894), p. 193 e seg. 

3) G. A. Magar, Commemorazione dianzi citata. 

4) Giorn. di matem. 5, 1867, p. 24—27. IL contenuto di questo scritterello 


pud compendirsi nel teorema seguente: « quelle relazioni fra le variabili 2, ,---,2,, 

Y,,°-*,¥, che rendono identica 1’ equazione NA duxu.-dx NB dy.-dy., 

v1 Jn <_ rs ’ 3 <a rs “J, Ys 
rs rs 


rendono pure identica la relazione 


UP oV ov - yd cV eV 
x... Or — ne 


/ rs 9 $4 ) ’ 
me Ov, . 04 OY, CY, 
7% 7,8 
supposto che sia 
> > 
ty tin 11 By 
ologa é log b 
a= sos : b yooh os a... S b.. = ——— * 
}? rs 1 ’ rs B 
A { BB, | 0 "rs Gers 
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1 an | ni nh 
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9 \) 
ds?= 7 a,, dx,-dz,, 
rs 


na A,, ® il quoziente del complemento algebrico di a,, nel determinante 


ho (yy °°* Uy 
lla a © eve e 
oi Ont a Qin 
je- pos 
pel determinante stesso. Quelle due funzioni vengono chiamate parametro 
l- . . . ; . : . r 
di differenziale primo (o di primo ordine) della funzione U e parametro 
te intermedio (c misto) delle funzioni U, V. Invece il parametro differenziale 
i secondo (0 di secondo ordine) della funzione U @ definito dall’ equazione 
a . j 
. 40=3. Te | 
vd- “ V a - CxLr 
li), — : . a 
lla e dal BELTRAMI posto sotto varie forme. — Per mostrare |’ applicazione 
ua ° ‘ ‘ . . ; . 8 ge ae ye | 
ta di siffatti nuovi elementi, egli considera due funzioni U, V di 2,,-+-, 4, 
o monodrome, continue e finite in un campo S, a m dimensioni, limitato da 
7 , . a dU dv 
rca uno spazio ad »—1 dimensioni S,—,; dette allora tae le derivate di 
ii- U, V rispetto alla normale di S,—;, sussisteranno le relazioni 
ma 
eo 
(A: UV+V-4,U) dS,+ } V——-dS,-1 = 9; 
nN) + dv g 
(4,,;UV+U-4, V) dS, + U ay dSn—-1 = 0 
Y donde | 
“nn . . 
7 : n ~ ; rdV ,dU 
(U-4,V—V- 4, U) a8, +f (US. —V F-)dS,-1 = 0, 
J 3 a . dy | 
na, formole di cui é evidente |’ affinita con altre a lui pure dovute (v. § VI). — | 
| Dei tentativi fatti del BELTRAMI per generalizzare completamente la nota 
eg. 


| formola di GREEN e dei risultati che diedero riguardo agli spazi per cui 
sllo l elemento lineare @ riducibile alla forma ds?= da} +--++ da? basti 


| 

| 

ranmentare la presenza. E notiamo piuttosto come i suoi studi sopra 

algebra delle sostituzioni lineari, cioe quegli studi che lo guidarono a | 

concepire la teoria dei parametri liGuensiali sotto la sua forma pid com- 

prensiva ed astratta, lo abbiano condotto ad altri risultati, che non é 
lecito di passare sotto silenzio. 

Aleuni') sono collegati alla celebre espressione data da LEJEUNE- 

DirtcHLer per la funzione potenziale d’ un ellissoide. Nell’ intento di 


1) Intorno ad una trasformazione di Dinicucey (Giorn, di matem. 10, 1872, i 
p. 49—52). 


Bibliotheca Mathematica, 
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rendere piii semplici e chiare le verificazioni che ne diedero E. Papoya 


e R. pEL Grosso, il Nostro giunse al seguente teorema generale, da cui 


trasse poi quella espressione: «Sia w= La,,x.a, (a, = a,,) una forma 
quadratica a  variabili e si ponga - 
0 ry ! 
“1 “4 vi iy (ty P 
A p ; X oi { Ia 
a4 a, L, Wee: 2, 


se una data sostituzione lineare (diretta) converte ~ in yw’, la corrispon 
dente sostituzione lineare inversa convertira & in Y, Y" essendo formata 
con i coefficienti di yw come 4 lo &@ con quelli di w; in particolare, se la 
sostituzione diretta e ortogonale, |’ inversa sara ad essa identica, onde ogni 
espressione formata con le quantita y, #, A, X @ un covariante assoluto 
rispetto ad ogni sostituzione lineare ortogonale. 

Altri risultati!) ebbero invece come loro punto di partenza le ben 
note ricerche di KRONECKER e CHRISTOFFEL*) sopra le forme bilineari, 
Lo scopo che si propose il BeLTRAMI © di togliere I’ ipotesi, ivi costante- 
mente fatta, che le due serie di variabili siano soggette a sostituzioni 
lineari identiche, oppure inverse I’ una dell’ altra. Ammettendo invece 
che siano fra loro indipendenti, ma entrambe ortogonali, egli trovd che 
qualunque forma bilineare pud ridursi, senza introdurre immaginari, ad 
una certa forma canonica; soltanto quando essa @ della forma 


“X\) 1 Ow 


a 2 OS® 


w essendo una forma quadratica nelle 7, le due sostituzioni lineari da 
impiegarsi coincidono. Se poi si fa uso di sostituzioni lineari non 
ortogonali fra loro indipendenti, si possono ridurre contemporaneamente a 
forma canonica due forme bilineari. Esprimendo convenientemente, nel 
linguaggio della geometria pluridimensionale, aleune delle proposizioni 
ottenute, egli giunse ai seguenti teoremi, generalizzazioni di altri noti: 
con una opportuna rotazione effettuata in uno spazio lineare di » di- 
mensioni attorno ad un centro, @ possibile sostituire qualunque correla- 
zione nella stella con una polarita rispetto ad un cono quadrico; nello 
spazio a # dimensioni due stelle omogratiche si possono sempre sovrap- 
porre in modo che i loro centri coincidano e che gli x raggi doppi della emer- 


gente corrispondenza costituiscano un sistema di 7 rette a coppie ortogonali.» 


1) Sulle funziont bilineari (Id. 11, 1873, p. 98—106) 


2) Journ. fiir Mathem. 68, 1868. 
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XII. 

Se volgiamo uno sguardo all’ insieme delle indagini del BELTRAMI 
sin qui analizzate non tarderemo a persuaderci che esse si seguono |’ una 
all’ altra con legge di continuita, quasi con la rigorosa concatenazione 
di causa ed effetto. Ed invero dalle sue investigazioni di geometria ditfe- 
renzitle egli fu gradatamente trascinato da un lato ad occuparsi delle 
questioni che concernono i principi della geometria e quindi ad esten- 
dere i propri metodi agli spazi comunque estesi, dall’ altro a generalizzare 
la teoria dei parametri differenziali e quindi, in via sussidiaria, ad occu- 
parsi delle forme algebriche o differenziali, e cosi a penetrare, per un’ altra 
porta, nella teoria delle varieta a quantesivogliano dimensioni. Ci ap- 
prestiamo ora a mostrare come una terza strada lo abbia guidato alla 
medesima disciplina: @ per cid necessario che torniamo addietro di molti 
anni, per considerarlo quasi all’ essordio della sua luminosa ecarriera (i 
scienziato e di insegnante. 

Nella seduta che tenne I Accademia di Bologna il 12 Marzo 1863 
il nostro geometra presentava un’ elaborata memoria!) — di cui si affret- 
tava a pubblicare un riassunto nel periodico allora fondato dal Barra- 
GLINI*) — intesa a trasformare omograficamente e dimostrare per via ana- 
litica il teorema che stabilisce Tl esistenza del circolo dei nove punti di 
un triangolo. Ne @ base la considerazione di un quadrangolo completo, 
), 1. 2. 3 — avente per punti diagonali i punti A, B, C — e di una retta arbi- 
traria x del suo piano; questa sega la congiungente di due vertici del 
quadrangolo in un punto, del quale si pud trovare il conjugato armonico 
rispetto a quei vertici; i sei punti cosi ottenuti appartengono ad una 
conica I’, circoscritta al triangolo ABC: @ la conica di nove punti di 
BELTRAMI. Se 7 ruota attorno ad un punto P, I’ descrive un fascio 
avente per punti base A, B,C ed un quarto punto P’, il quale @ legato 
al punto P da una corrispondenza quadratica, sostanzialmente identica a 
quella vigente fra i punti conjugati rispetto ad un fascio di coniche.*) II 
BELTRAMI ne fece uno studio esauriente') e ne mostrd molteplici applicazioni. 

ra le proposizioni che in tal modo egli ottenne vanno riferite due che, 
grazie alla loro singolare eleganza, fecero, specialmente in Germania, una 
grande impressione e furono punto di partenza di numerose ricerche. Ec- 


1) Intorno alle coniche di nove punti ed alcune questioni che ne dipendono (Mem. 
dell’ ace. delle scienze dell’ Istituto di Bologna 2,, 1863, p. 361—395). 

2) Sulle coniche di nove punti (Giorn. di matem. 1, 1863, p. 109—118). 

3) Poncrter, Traité des propriétés projectives (Paris 1822), n. 388, 

4) Si noti che la memoria del Berrramr é anteriore a quella del Cremona sulle 
trasformazioni razionali fra due piani, la quale non venne presentata all’ Accademia 
di Bologna che il 7 Magevio 1865. 
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cone gli enunciati: I. Il centro del cerchio circoscritto ad un triangolo 
é il baricentro dei centri dei cireoli inscritti nel medesimo. II. Se dai 
vertici di un triangolo si conducono tre rette fra loro parallele e di cia- 
scuna si trova la simmetrica rispetto alla corrispondente bisettrice si otten- 
gono tre rette concorrenti in un punto. Sulla I attrasse l’attenzione dei 
geometri il GRUNERT dandone una dimostrazione analitica') e provocan- 
done cosi altre di vario genere*); a lui si deve se il BALTZER, inseren- 
dola ne’ suol reputati kl menti di matematicra®), la rese famigliare persino agli 
studenti delle Scuole medie. Anche della II il Grunerr diede una di- 
mostrazione analitica’), eccitando altri a congegnarne una_prettamente 
elementare; a tale invito rispose — oltre a C. Scumipt*) il BeELTRAM 
stesso che, in una lettera scritta da Pisa il 7 Aprile 1865°), espose un 
ragionamento di insuperabile sempliciti atto a provare la verita di quel 
teorema. Ci sia lecito osservare che il II dei teoremi di BeLrramr ? 
molto meno importante del primo, perche @ un semplice caso particolare 
di altro ben noto ai cultori della geometria del triangolo‘); ma ¢i sembra 
che a lui si debba attribuire la considerazione delle simmetrie rispetto alle 
bisettrici di un triangolo, di cui @ notoria l uso fecondo in quel ramo della 
matematica. 

Continuando nell’ ordine di idee che lo guidarono alle nozione ed 
alle proprieta della conica di nove punti, il BELTRAMI contemporanea- 
mente al PROUHET*), ma con altri intendimenti si proponeva di esten- 
dere allo spazio I’ una e le altre.*) E vi giungeva partendo dalla con- 


1) Archiv der Mathem. und Phys. 42, 1865, p. 354—356. 

2) V. gli articoli di Norgceratru, Losarro, C. Scummr, Revuscair, Srrevve e 
Srammer nello stesso Archiv 48, 1865, p. 89—91, 234—235, 238, 364, 483—487; 44, 
1865, p. 119, 120—124, 335. 

3) Vedi Hlemente der Mathematik, I. Bd., 6° Aufl. (Leipzig 1883), p. 108; oppure 
Planimetria (trad. Cremona), 2* ed. (Genova 1875) p. 176. 

4) Archiv der Mathem. und Phys. 43, 1865, p. 102—103. 

5) Id. p. 290—293. 

6) Auszug aus einem Briefe des Herrn Professor Evcrxio Bevrrams an den Her- 
ausgeber betreffend die im Archiv mitgeteilten Berrramischen Sdtze. Archiv der 
Mathem. und Phys. 43, 1865, p. 356—35s. 

7) Alludesi qui alla seguente proposizione: « Se tre rette uscenti dai vertici di 
un triangolo concorrono in un punto, altrettanto accadra per le loro simmetriche 
rispetto alle bisettrici degli angoli del triangolo» (Casry, A sequel to the first six 
Books of the Elements of Ever, V.ed., Dublin 1888, p. 166; G. Bruce Haustep, Ele- 
mentary synthetic geometry, New-York 1892, p. 147; etc.). 

8) Analogies du triangle et du tetraédre. Cercle des neuf points, sphére des douze 
points (Nouv. ann, de mathém. 2,, 1863). 

9) Estensione allo spazio di tre dimensioni dei teoremi relativi alle coniche di 


nove punti (Giorn, di matem. 1, 1863, p. 208—216, 354—360). 
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siderazione di un sistema di otto punti, determinabili, mediante coordinate 


tetraedriche, come segue: 


(a, bh, «, a), (— a, b, c, a), ((t, — b, C, d) 


), (a, b, — e, d), (a, b, ce, — d), 


(— a, b,c, — d), (— a, b, — e, d), (— a, — b, e, d); 


reso pol un piano arbitrario 6 di equazione 
I 
lea+my+uze+pw=0, 


esso & segato dalla congiungente di due qualunque dei punti dati in un 
nuovo punto, del quale si pud trovare il conjugato armonico rispetto ai due 
primi. I ventotto punti cosi ottenuti appartengono ad una superficie del 
terz’ ordine contenente gli spigoli del tetraedro di riferimento, cioé sulla 
ria prima considerata da CayLEy') — di equazione: 


superficie — gi 


la? mb? ne? nd? 


+ 


x y z w 


® dessa |’ analoga nello spazio della conica di nove punti. In particolare 
si vede che: «I punti di mezzo dei ventotto segmenti determinati dai 
centri delle otto sfere inscritte in un tetraedro qualunque appartengono 
ad una superficie del terz’ ordine contenente i sei spigoli del tetraedro.*) 
Indipendentemente da HessE*), BeLTRAMI ha notato che quella superficie 
@ anche il luogo dei poli del piano 6 rispetto alle ~* quadriche delle 
rete che ha per base gli otto punti di partenza; di pid ha dimostrato 
essere 


aVla+lV¥mu+eVnv + dVpx=0 
la condizione di contatto della superficie stessa col piano 
Ac+ py tvz+arw =), 


cioe |’ equazione tangenziale di essa. Sopra altre eleganti proprieta da 
lui stabilite non ci @ concesso arrestarci; ma due cose vanno rilevate. 
Una @ che quella superficie cubica @ reciproca di quella di STEINER, 
onde il geometra di cui ci occupiamo va annoverato fra i primi che in- 
vestigarono questa importante figura geometrica. L’ altra @ che, se s’ im- 
magina il piano 6 ruotare attorno al punto P (a, B, y, 0), la superticie 
corrispondente passera costantemente pel punto LP’ (a’, B’,y’, 0’), le cui 
coordinate sono legate a quelle di P dalle relazioni seguenti 


1) Mémoire sur les courbes du troisiéme degré (Journ. de mathém. 9, 1844; 
Matem. Papers T. 1, p 183 e seg.) 

2) Teorema enunciato anche come Question 663 nelle Nouv. annales de 
mathém. 1,, 1863, p. 336, e ritrovato pit tardi dall’ Eckuarpr nel § 3 de suoi Bei- 
triige zur analytischen Geometrie des Raumes (Mathem. Ann. 5, 1872). 

3) L. O. Hesses Gesammelte Werke (Miinchen 1897), p. 346. 
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fra Pe P’ ha dunque luogo una relazione birazionale, sostanzialmente 
identica a quella che ! Eckuarpt') incontrd quattro anni pitt tardi. 

Dodici anni dopo il BELTRAMI, in uno scritto comunicato all’ Acea- 
demia di Bologna il 25 Febbrajo 1875*), ritornd sopra questioni con- 
generi, per generalizzare il celebre teorema di FEUERBACH «il cerchio dei 
nove punti di un triangolo @ tangente ai quattro cerchi inseritti in questo, 
Ivi egli ha ineidentalmente stabilite delle notevoli prerogative di una 
speciale curva del terz’ ordine, che @ la trasformazione omogratfica della 
ipocicloide tricuspide, ed ha posto sotto veste projettiva il teorema di 
Simson affermante trovarsi sopra una stessa retta le perpendicolari calate 
sui lati di un triangolo da un punto della circonferenza circoscritta. 

Questa proposizione — che il BeELTRAMI preferiva chiamare teore- 
ma di STEINER «perch® STEINER lo ha per primo completato colla con- 
siderazione essenzialissima, dell’ inviluppo della retta contenente i piedi 
delle tre perpendicolari» diede poco dopo argomento ad un altro suo 
lavoro, il quale venne comunicato all’ Accademia di Bologna il 7 Novem- 
bre 1876.°) In esso molte delle considerazioni contenute negli scritti in- 
dicati nel presente $ vengono estese ad uno spazio lineare a nx — 1 di- 
mensioni governato da una metrica projettiva; alla conica di nove punti 
ed alla figura correlativa corrispondono cosi un luogo steineriano dell’ or- 
dine » ed un inviluppo steineriano della classe »; il primo si spezza 
in due luoghi degli ordini »— 1 e 1 quando la metrica sia enclidea, 
nella quale ipotesi il secondo acquista uno spazio lineare a n — 2 dimen- 
sioni multiplo secondo l. 

Ed eceo in qual modo il BELTRAMI venne per un terzo cammino 


condotto a contribuire alla geometria pluridimensionale! 


XLV. 

L’ eleganza dei calcoli, che rendono cosi piacevole ed istruttiva la 
lettura del gruppo di memorie esaminate nel § prec., si ritrova in una 
seconda piccola collezione di scritti di vario argomento, abbraccianti un 
periodo di tempo pitti che decennale. 


Il pit antico & consacrato alle cubiche gobbe e venne letto all’ Istituto 


1) Beitrdge succitati 
2) Su aleunt teoremi di I; ERBACH ¢ di STEINER, Ise re itazione analitica Mem. 
dell’ accademia delle scienze dell’ Istituto di Bologna 5,, 1875, p. 5438 
546). 
3) Considerazioni analitiche sopra una proposizione di Sreiver ‘Td. 75, 1876, 


p. 241—262). 
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Lombardo nelle adunanze del 20 Febbrajo e del 7 Maggio 1868.1) Presein- 


dendo dalla parte critico-polemica nella quale il Nostro prese a sostenere 
nte in modo abile e vigoroso certi diritti di priorita del CREMONA miscono- 


sciuti dal Dracnu e degli illustri geometri (CLEBScH, HEsse, NEUMANN) 


che se ne fecero protettori —, esso contiene una rappresentazione anali- 


Ca- 
on- tica delle curve in questione, per semplicita e duttilita non inferiore ad 
dei alcuna altra congenere. Essa consiste nel considerare qualsia cubica gobba 
0. come trasformazione projettiva della parabola cubica inviluppata degli oo! 
ina piani rappresentati, al variare del parametro uw, dall’ equazione cartesiana 
‘lla sins the ene. Shs 1 
i atu’ b+u ' etu . 
se In qual modo il BELTRAMI ne deduca, con la massima naturalezza, 
le pill cospicue prerogative delle curve in questione, non ci @ concesso di 
- qui far conoscere; ma va invece rilevato come egli ablia introdotto nella t 
a teoria delle curve gobbe del terz’ ordine un nuovo importante elemento, cioe 
adi l iperboloide determinato da tre tangenti di una tale curva; associandolo al 
- punto d’intersezione dei tre corrispondenti piani osculatori si ottiene una corri- 
se spondenza univoca, da lui segualata fra i punti dello spazio e quegli iperboloidi. 
‘.. Un’ analisi ancora pit raffinata adoperd il BELTRAMI in un breve 
a. lavoro, datato da Venezia, 15 Ottobre 1871, ed avente per soggetto la 
ati teoria delle coniche.*) Le nuove vedute che egli seppe introdurre in un 
a argomento tanto trito e ritrito, le bellissime formole che egli stabili e le 
- geniali trasformazioni a cui egli le sottopose rendono la lettura di quel 
, lavoro racomandabile a coloro che intraprendono lo studio della geometria 
" analitica e non ad essi soltanto. Esso poi é@ sicuro di non andare som- 
merso nel gran mare dell’ oblio per altre due ragioni. Una si @ per avere 
= provocata quella lettera del CREMONA (datata 11 Gennajo 1872) ove é 
segnalata la curiosa corrispondenza univoca fra la geometria dello spazio 
rigato e la teoria di un certo sistema di coniche, che ha poi dato origine 
a tante interessanti investigazioni.*) L’ altra ragione consiste nel trovarsi 
® 1) Annotazioni sulla teoria delle cubiche gobbe (Rend. del r. Ist. Lombardo 


1,, 1868, p. 130—137); Sulla teoria delle cubiche gobbe (Nota Seconda; Id. p. 407—419 

la 2) Aleune formole per la teoria elementare delle coniche (Giorn. di matem. 9, 
n 1871, p. 841—344 

3) Pubblicando questa lettera (Giorn. di matem. 10, 1872, p. 47—4:s) il Ber- 


rRAML Osserva: «Come qui si vede, la teoria degli spazii ad » dimensioni si pud 


0 
utilmente invocare anche nelle ricerche dell’ ordinaria geometria, quando si assumano 
come coordinate indipendenti di tale spazio i coefficienti di una linea o di una super- 
; ficie di data specie, la quale tien luogo in tal maniera dell’ elemento semplice o punto 
3 di quello spazio. E un concetto assai fecondo, il quale del resto @ gia stato emi- 


nentemente utile alla scienza: ognuno vede infatti che la dottrina analitica della 
dualita non & che lapplicazione del concetto medesimo al caso pit semplice e pit 
immediato, a quello cioé della retta e del piano. 
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in esso adombrato un importante algoritmo, la cui invenzione risale a 
CHELINI'), e che il BELTRAMI ha magistralmente svolto, prima in un 
corso di lezioni tenuto a Pavia 1 anno 1876—1877*) e poi in una me- 
moria presentata all’ Accademia di Bologna il 27 Febbrajo 1879 e dedi- 
cata appunto «alla cara e venerata memoria di DOMENICO CHELINI. »*) 

L’ algoritmo in discorso riposa sopra il seguente principio algebrico 
generale: 


Abbiasi un’ equazione della forma 


XX, (A), Xe gy (a X,,-Q, (A (2) 
(A—a,m ' (a a,)" A ay Pf \4)5 


dove X,, X,,-°:, X, ed a,, d,,---, a, sono quantita indipendenti da 4 
] X,, Xe a , juantit l lenti d 
(le ultime » tutte diverse fra loro), m un numero intero e positivo e 
| It tutte diver f l ) 1 u t t 
P,P: Po, ***, Y, Sono funzioni intere di 4 che supporremo prime fra loro, 
‘e tali in oltre che g, (A) non sia divisibile per 4 —a,. Posto 


f(a) = (A —a,) (A— ay) +++ (A — ,) 


1 2 n 
e moltiplicata tutta I’ equazione per |/(A)|, essa non conterra pit che 
potenze intere di 2 e, se si designa con p la pit alta di queste potenze 
e con 4,,4,,-++,4, le radici dell’ equazione stessa, si avra I’ identita 


k n 


| - 273 
“X\ . 7 [4 
D>, X+Q,(a)| — 

aa . Pr 2 ty 
k=1 L 


p(a)[ f(a) "= M(A—A,) (A—A,) - (A—A,) = M-F (A), 


dove M @ un fattore indipendente da 2 e diverso da zero. Facendo in 
quest’ identita 2 = a, si ottiene 

X, 9, (a,) [f’ ("= MF(a,) 
donde 


. . : F(a, Fia Fla 
X, : X, reeet X = 


2 en 


gy, (4,) [f(a |" @y (ag [f° ay)" g, (a [f(a jms 


Il principio, o lemma algebrico, del quale si tratta consiste semplicemente 
nel passaggio dalla primitiva equazione in 4 a queste ultime formole 

Numerosissime ed importanti sono le applicazioni che ne fece il BEL- 
TRAMI. Quelle relative alle curve del second’ ordine completano un lavoro 
anteriore, specialmente per quanto si riferisce ai triangoli (di PONCELET) 


inscritti in una conica e cireoscritti ad un’ altra.4) Di novita e valore pit 


1) Sull’ uso sistematico dei principii relativi al metodo delle coordinate rettilinee 
Raccolta scientifica di Roma, Agosto, Novembre 1849 

2) S. Prncnerte, Commemorazione di Everxio Betrram (Rendic. dell’ ace. di 
Bologna, 1899—1900), , 

3) Ricerche di geometria analitica (Mem. dell’ ace. delle scienze dell’ 
Istituto di Bologna, 10,, 1879, p. 233—312). 

4) Fra le proposizioni esposte dal Betrramr notiamo le seguente: « Quando due 
coniche ammettono un triangolo circoscritto alla prima ed inscritto alla seconda, le 
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grandi sono adorne quelle aventi per soggetti le curve razionali, piane e 
sghembe, in particolare le cubiche gobbe. Riguardo a queste ultime m: 
rita di essere esplicitamente notato che il BELTRAMI, nel § 9 delle sue 
Ricerche di geometria analitica, si occupa di quella posizione speciale in 
eui si trovano due cubiche gobbe quando in una é inscritto un tetraedro 
circonscritto alla seconda; vi sono allora ~!' tetraedri in analoghe condi 
zioni. Ora la scoperta di questa particolare situazione di due curve del 


riunse nel 


oO 
Sb 


terz’ ordine si attribuisce di consueto all’ Hurwitz, il quale vi 
1875'), ma non la fece conoscere che in uno scritto datato 18 Dicembre 
1878 e apparso nei primi mesi dal seguente anno*); onde ci sembra fuor 
di questione che Berrraur vi giunse dal canto suo; a lui poi spetta la 
considerazione della speciale superficie rigata di sesto grado costituita degli 
spigoli di quei tetraedri e la determinazione delle sue principali singola- 
rita. Che il medesimo principio si possa adoperare per investigare le 
proprieta di certe superficie dimostrd il Nostro nell’ ultima parte delle 
sue Ricerche, ove della superficie romana di STEINER vengono stabilite, 
con procedimento uniforme, le pit caratteristiche proprieta. 

Del resto, gid prima di licenziare per la stampa codesto lavoro, il 
BeELTRAMI, il 2 Gennajo 1879, aveva intrattenuto i suoi colleghi del 
l'Istituto Lombardo sulla convenienza di invocare gli stessi concetti per 
risolvere questioni attinenti alla teoria delle superficie cubiche.*) In tale 
comunicazione egli dimostrd, con una eleganza ed una semplicita che possono 
dirsi perfette, come, partendo da un’ equazione esaedrale di una superficie 
del terz’ ordine, si possa ottenerne univocamente |’ equazione pentaedrale e 
come, inversamente, prendendo le mosse da questa, si possa giungere alle 
infinite equazioni esaedrali con cui essa pud rappresentarsi; non occorre 
dilungarei sui particolari di queste trasformazioni che il FIEDLER popo- 
larizzO, riproducendole nella sua traduzione di uno dei trattati del SALMon.‘) 


Se con cid abbiamo esaurita I’ enumerazione delle principali appli- 


tangenti della prima conica nei punti comuni ad essa ed alla seconda, incontrano di 
nuovo la seconda conica nei punti contatto di questa colle tangenti comuni ad essa 
ed alla prima conica.» Assai prima di lui essa era stata osservata da Caytey (On the 
porism of the in-and circumscribed triangle; Philos. Trans. 151, 1861; Mathem. 
Papers 'T. IV, 292—308; §. IV); ma il Nostro ne trasse un corollario che abilita a 
costruire una delle due coniche quando si conosca I’ altra. 

1) Cf. V articolo Beweis eines Satzes aus der Theorie der Raumkurven IIT. Ord- 
nung (Mathem. Ann. 19, 1882). 

2) Uber unendlich-vieldeutige geometrische Aufgaben, insbesondere iwiber die 
Sehlie/sungsprobleme (Mathem. Ann, 15, 1879). 

3) Sul?’ equazione pentaedrale delle superficie di terz’ ordine (Rend. del r. Ist. 
Lombardo 12,, 1879, p. 24—36). 


1) Analytische Geometrie des Raumes, IL. Teil, 3. Aufl, (Leipzig 1880), p. 406—410, 
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cazioni fatte dal Nostro di quello che potrebbe opportunamente designars; 
col nome di algoritmo di CHELINI-BELTRAMI, siamo convinti di essere 
ben lungi dall’ avere completata I’ indicazione delle questioni in cui esso 
puo venire applicato con successo: e@ non possiamo che associare il nostro al 
suo voto che altri prosegua nella via che egli ha spianata; @ presumibile che 
in conseguenza le nostre cognizioni sulle curve e le superficie del quart’ ordine, 
nonche la geometria degli iperspazi, compiano qualche notevole progresso! 

Prima che chiudiamo questa rassegna degli scritti di geometria ana- 
litiea del BELTRAMI, ci corre I obbligo di fare menzione di alcuni suoi 
secritti minori che, se non contribuirono a stabilirne la fama, servono a 
completare la sua fisonomia di scienziato. Poniamo fra essi anzitutto le 
soluzioni delle Questioni 581'), 610°), 624°) e 637") delle Nouvelles 
annales de mathématiques: e vi uniremmo quella della Questione 
700 ove la direzione di questo periodico, invece di fare  conoscere 
soltanto le aggiunte suggerite del BELTRAMI all’ enunciato®), ne avesse 
pubblicata integralmente la soluzione. Critiche ed osservazioni da lui 
fatte sopra articoli dello stesso giornale®) non esigono lungo discorso, Per 
converso vanno segnalate le argomentazioni da lui adoperate‘) per ista- 
hilire aleuni teoremi sulle curve piane algebriche, i quali provengono dal 
considerare le intersezioni di una di queste con un fascio regolare di raggi 
ruotante attorno al proprio centro, teoremi anteriormente noti, almeno in 
parte, ma di cui il BELTRAMI additO la stretta attinenza con la teoria 
degli invarianti. E come potrebbero passare inosservate le sottili consi- 
derazioni*), mediante cui egli giunse per primo a dedurre in modo soddis- 
facente la espressione della distanza fra due rette parallele nello  spazio 


da quella della minima distanza fra due rette sghembe? 
XV. 
Quasi da trait-d’ union fra P opera geometrica e quella analitica dello 


scienziato di cui ci occupiamo fungono due scritti concernenti quel ramo 


1) Nouv. ann. di mathém. 3,, 1864, p. 64—65. 

2) Id. 2., 1863, p. 355—362. Soluzione di un problema relativo alle superficie del 
second’ ordine (Giorn. di matem. 1, 1863, p. 68—73). 

3) Seconde solution de la question 624 (Nouv. ann. de mathém, 2,, 1863, 
p. 209—212). 

1) Nouv. ann. de mathém. 2,, 1863, p. 181-184. 

5) Correspondance (Nouv. ann. de mathém. 4,, 1865, p. 23 

6) Extrait Mune lettre de My Everxe Bevrnaui de Milan (Id. 1, p. 815—316); 
Ewvtrait dune lettre (Ivi p. 449); v. anche Nouy. ann. de mathém., 3,, p. 187, ¢ 
Giorn. di matem. 12, 1874, p. 204—205. 

7) Di aleune proprieta generali delle curve algebriche (Giorn., di matem. 4, 
1866, p. 76—92), 


8) Sulla minima distanza di due rette (Id. 5, 1867, p. 351—354). 
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di seienza che giace sulla linea di contine fra ! algebra e la geometria 
analitica, cioe la rappresentazione geometrica dei numeri complessi. Che 
questa abbia attratta V attenzione di chi fu ammiratore e studiosissimo di 
(iAUSS non deve recare meraviglia, tanto pit quando si rifletta che egli, 
nei primordi del suo insegnamento, dovette diffondere dalla cattedra quel 
potente mezzo d’ investigazione delle verita matematiche. Tale osserva- 
zione concorda col fatto che il primo di quegli seritti'), porta la data 
Bologna, 15 Aprile 1863» ed ha un’ impronta indiscutibilmente didattica. 
Qsserva ivi il BELTRAMI che il modo consueto per dimostrare i teoremi 
di Cores e DE Moivre, essendo fondato sulla forma che hanno le radici 
di un’ equazione binomia, pud indurre a ritenere che di essi non esistano 


gli analoghi nelle equazioni algebriche complete, cioe della forma 


f(z) = 2" + Ay et—' +--+ 4+ An-12+ A, =0. Per sradicare questo pre- 
concetto basta notare che, dette 2,, 2,,+++, 2, le radici di f(z) = 0 e posto 
Z, o,, si ha (2 0; G2 *** @,, & quest’ equazione dice che «se 


nel primo membro di una equazione algebrica a coefficienti reali o com- 
plessi si sostituisce al posto di z il numero complesso « + 7y reppresen- 
tata dal punto Z, il modulo dell’ espressione risultante eguaglia il pro- 
dotto delle distanze del punto Z dagli  punti radici dell’ equazione 
proposta.» Supponendo in particolare A, = +--+ = 4, _, = 0, dal fleorema 
di Becrramr seaturiscono immantinente quelli superiormente indicati, 

Pitt elaborato ed esteso @ LV altro dei lavori del Nostro sulla rappre- 
sentazione delle quantita complesse sopra i punti di un piano.*)  Letto 
all’ adunanza tenuta dal?’ Accademia di Bologna il 10 Febbrajo 1870, 


esso ha lo scopo di mostrare sopra un esempio I utilita di sfruttare nella 


teoria delle forme algebriche I’ osservazione — fatta prima da BELLAVITIS e 
Mosius che la detta rappresentazione abilita a trasformare le rela 


zioni fra punti di una stessa retta in altrettante relazioni fra punti di un 
piano. LL’ esempio prescelto @ offerto dalla funzione razionale intera di 
terzo grado e le sue forme invariantive. Lo spazio di cui disponiamo 
non @ sufficiente per dar notizia di tutte le belle proposizioni geometriche 
a cui per tal modo il BELTRAMI pervenne; basti dire che nella memoria 
in questione, forse pitt che in qualunque altra, rifulge la possente fantasia 
di geometra di cui egli era dotato; se per Il’ eleganza del dettato e dei 
ealeoli egli ivi si aecosta al CHELINI, al CREMONA assomiglia nella  si- 
curezza e genialita delle considerazioni geometriche! Una cosa pero deve 
venir qui osservata, ed @ lapplicazione che egli fa per incidenza della 

1) Sulle equazioni algebriche (Giorn. di matem. 1, 1863, p. 123—124). 

2) Ricerche sulla geometria delle forme binarie cubiche (Mem. della r. ace. 
dell’ Istituto di Bologna 9,, 1869, p. 607—657). 
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teoria delle coordinate trilineari allo studio delle figure connesse ad un 
triangolo rettilineo, la quale sfuggi anche ai pit dotti cultori della geo- 
metria recente: se in avvenire essi vi dedicheranno la debita attenzione, 
non solo vi incontreranno certi punti e certe rette a cui di consueto si 
attribuisce un’ origine diversa e meno antica'), ma aneora altri elementi 
a cui sarebbe opportuno di aceordare un posto stabile nella scienza. Ne 
va taciuto che i metodi adoperati dal BELTRAMI sono indubbiamente suscetti- 
bili di altre applicazioni; onde @ strano che essi siano stati tosto abbando- 


nati e quindi siano caduti in una immeritata e deplorevole dimenticanza.®*) 


XVI. 

I lavori del BeELTRAMI di cui ci resta ancora di parlare apparten- 
gono tutti all’ analisi. 

Sorvolando sopra una questione che egli propose nel Giornale di 
matematiche®) e che fu tosto risoluta da tre giovani destinati a prendere 
pitt tardi un posto onorevole nella schiera degli scienziati'), spenderemo 
qualche parola intorno ad un lavoro giovanile del BELTRAMI, che ben- 
che abbia un’ umile origine, merita se ne narri la breve storia per asse- 
gnarne il posto e determinarne il valore. 

Nelle Nouvelles annales de mathématiques il VaLTon propose 
Question 654) di dimostrare che 


sen @ 


se g@(2@)=q(@)-cos@, siha g(@)= @ (0). 


@o 

Trasformato questo teorema in problema nasce la questione di «deter- 
minare la funzione g soddisfacente all’ equazione funzionale g (2@) = @ (@) 
-cos @>. Ora siffatto problema venne incontrato sin dalla fine del see. 
XVIIL da GreGorto FonTANA, in una memoria®) ove egli giunse alla 
curva trascendente chiamata oggi cocleoide, e venne risolto in una ma- 


niera concordante con quella che risulta dall’ enunciato Valtoniano. Or- 


1) Citiamo ad esempio il cosi detto punto di Lemoine, o punto d’ intersezione 
delle simmediane di un triangolo. 

2) Dopo che le linee precedenti erano state scritte usci alla luce I’ elegante 
nota di E. Cesiro, Sulle radici del? Hessiana d’ una cubica in relazione con quell 
della cubica stessa (Giorn. di matem. 39, 1901), la quale dimostra non prive di 
fondamento le qui fatte previsioni sopra I’ avvenire del metodo di Betrrami [ Luglio 1901]. 

3) Questione 167; p. 189. 

4) Gi, Ascont, A. Rorrt e E. Pavova; Giorn. di matem. 5, 1867, p. 254—255. 

+) Sopra V equazione di una curva, sopra la falsita di due famosi teoremi, e sopra 
le serie armoniche a termini infinitamente piccoli (Mem. della soe. italiana delle 


Scienze 2, 1784 
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bene il BELTRAMI'), con un ragionamento semplice e convincente, ha fatto 
vedere che la soluzione FONTANA-VALTON @ ben lungi dall’ essere la so- 
luzione generale, giacché |’ espressione completa delle funzioni soddisfa- 


22 log w 22 log w ; 
, COs =—}, 9 essendo simbolo 


log 2 log 2, 


° e . sen @w 
centi al quesito e 
@ 


-O (sen 
di una funzione arbitraria di due variabili.*) 

Per incontrare altri scritti analitici del BELTRAMI @ mestieri che saltiamo 
un intervallo di tempo che comprende non meno di sedici anni; tocchiamo 
cosi all’ epoca della sua vita in cui egli era totalmente assorbito da ri 
cerche fisico-matematiche; ed infatti @ agevole persuadersi che i lavori di 
analisi del Nostro non sono che diramazioni laterali di quelli che egli 
consacro all’ interpretazione matematica dei fenomeni della Natura (e di 
cui per scarsiti di competenza non ci @ dato di oecuparci). 

Un gruppo considerevole riflette le funzioni sferiche. IL pit antico 
elemento di esso*) venne presentato all’ Istituto Lombardo addi 5 Giugno 
1879 ed ha per iscopo di dare una dimostrazione diretta della formola 


n ma 
> * 


‘ eo) (2 + cos mg V2? — 1) 

0 0 
che ! HEINE‘) aveva stabilito con un’ argomentazione non esente da obbie- 
zioni; quella suggerita dal Nostro, meriterebbe di prendere posto in tutti 
i trattati sulla teorica delle funzioni di variabili affatto libere, come esem- 
pio di integrazione nel campo complesso. 

Importanza ancora maggiore possiede una comunicazione fatta all’ [sti- 

tuto Lombardo il 16 Giugno 1887°) ed intesa a mettere in piena luce 
la parte fondamentale che rappresentano nella teoria delle funzioni sferiche 


1) Remarques au sujet de la question 654 (Nouv. ann. de mathém. 2,, 1863, 
p. 302—307). 

2) Ci sia lecito notare che il risultato ottenuto dal Bretrramr @ un semplice 
corollario di una proposizione stabilita da Lartace nel 1773. Se infatti si designa 


con g,(@) una soluzione particolare dell’ equazione funzionale g(2@) = g(@) - cos a, 
; gp (@) gp (2o@ 5s @(@) . ; . 
si ha onde la funzione -* non muta cambiando @ in 2@, grazie 
Po \) Po (2) Po) 

a quella proposizione essa & quindi una funzione arbitraria dei due argomenti sen 
9 . 9 

22 loga 22 log a . . ; . , ‘ 
———— . cos » Scegliendo ora per g,(w) la soluzione Fontana-Vatton si 
log2 log 2 ‘ 

5 Db 
sen @ / 22 loga 22 loga’ 
conclude con Beirramt p(w) = - MO sen © cos = ): 
_ @ log2 log2 


3) Intorno ad una formola integrale (Rend. del r. Ist. Lombardo 12,, 1879, 
p. 421—426). 

4) Handbuch der Kugelfunktionen (II ed., Berlin 1878, p. 31—42). 

5) Sulle funzioni sferiche di una variabile (Rend. del r. Ist. Lombardo 20,, 
1887, p. 469—478) 
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seguenti equazioni differenziali (dovute a F. NEUMANN)’): 


aR 1 dR 
mee a | 7” (0d -F 1) Rk 
da “da! . = 
d R 1} d R 
dz & da 7 ft, ? 
ove Ri = AP (vw) + BQ, (2), essendo A, B due costanti arbitrarie e P(x), 


(),(n) funzioni sferiche d’ ordine » risp. di I e IL specie. Le molteplici 
applicazioni fattene dal BELTRAMI in quella nota ed in altre posteriori*) 
dimostrano che con piena ragione egli ravvisO in esse VT attitudine di eser- 
citare una parte fondamentale nella teoria delle funzioni sferiche. In tale 
Rok R R 
teoria egli ha poi introdotte le funzioni S cca " —-, 


n » n » 


ha risolta la questione «sotto quali condizioni |’ equazione differenziale 
delle funzioni sferiche a due variabili @ soddisfatta da una funzione di 
una sola variabile?» ed ha suggerita una nuova definizione delle funzioni 
steriche dei tre coseni di direzione di un raggio. 

Di un’ altra classe di funzioni il BELTRAMI fu condotto ad oceu- 
parsi®) studiando IT’ articolo di ABEL intitolato Lésolution dun probleme 
de mécanique (Journ. fiir Mathem. 1, 1826; Oeuvres T. 1, p. 27 delle I 
ed. e p. 97 delle II*). In esso il grande geometra norvegese ha_stabilito 
un teorema di calcolo integrale il quale permette in molti casi di deter- 
minare la forma di una funzione esistente sotto il segno d’ integrale de- 
finito, quando si conosea I espressione di questo mediante un parametro 
che entra nell’ integrale stesso. Il BELTRAMI ne ha trasformato conveniente- 


mente |’ enunciato e quindi lo ha applicato alle due funzioni cilindriche: 


a n 


I, (x) =— | cos (x sen@)-dO@, I, (x) } sen (7 sen @) sen O- dO; 


v0 
Te Te 


v0 v0 


ottenne cosi lo sviluppo di una funzione di una variabile reale in serie 


trigonometrica di seni e coseni degli argomenti 7,7, va7,-+-+, le v essendo 


radici di una delle equazioni J,(7) = 0, J, (a) = 0, I) (a) = 0: tale svi- 


? 0 


luppo offre grande analogia con quelli in serie di Fourrer. Di funzioni 


1) Beitrdge zur Theorie der Kugelfunktionen (Leipzig 1878, p. 61 e 65) 
9 Quelques remarques au sujet des fonctions sphériques (Comptes rendus 
Paris 110, 1890, p. 934—938); Sur la théorie des fonctions sphériques (Id. 116, 1893, 
p. 181—183); Sulla teoria delle funzioni sferiche (Rend. del r. Ist. Lombardo 29,, 
1896, p. 793—799). 

3 Intorno a un teorema di Anei e ad aleune sue applicaziont (Rend. de] r 
Ist. Lombardo 13,, 1880, p. 327—338); Intorno ad aleune serie trigonometriche (Ivi 


p. 402—413 
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cilindriche il Nostro si @ poi occupato anche pid tardi'), ottenendo col 
loro ajuto una nuova espressione del potenziale di un anello. 

L’ ultimo ordine di investigazioni del BELTRAMI di cui ci rimane da 
rendere conto @ consegnato in una terna di memorie recanti il mede- 
simo titolo.*) Osserva Il’ autore, nell’ esordio della prima, che alla teoria 
delle ordinarie funzioni potenziali a tre coordinate indipendenti si fa di 
ici solito corrispondere quella delle funzioni potenziali logaritmiche e che, per 

quanto questo riscontro sia da ritenersi per molti rispetti il pit legittimo 


vp ed ovvio, non @ escluso che si possano concepire altre maniere di corri- 
le spondenza; quella che egli propone presenta la circostanza notevole che 
l equazione differenziale facente riscontro a quelle di LAPLACE e PoIsson 

, e di primo ordine invece che di secondo. Per definire le nuove funzioni 
le U (x,y), si indichino con a,b le coordinate rettangolari di un punto ge- 
di nerico di una qualunque regione finita @ del piano, e #,y quelle di un 
nl punto arbitrario di questo stesso piano. Si ponga e=a-+ib, z=ax2+7y 

e si chiami / una funzione, reale 0 complessa, di a, b, supposta mono- 
1- droma finita e generalmente continua. Pongasi 
. : *h de 
[* U(a, y) = | et 
; : 

0 all’ infinito si avra 
r lim (2U) - fh -d6, 
i inoltre 
0 ) oU i U  {—2ah pei punti (2, y) appartenenti a 6 
7 ce ov | O _ _ »  esterni set 


‘ 


. , os ; Pa a 
se s’ @ una linea chiusa qualunque limitante um’ area o’ e €= § + ¢7 il 
numero comp!esso relativo ad un punto qualunque del piano e con é si 
designa 1 0 0 secondoche quel punto @ interno od esterno a 6’, si avra: 


1 "Udz ese "he do’ , "aU cvU\ dé 
sil = U (&, ») - | : eae U(& 4) + + (C zt '5y) eS 
) : _ 
per la validita di questa formola da riguardarsi come la genera- 
: lizzazione del noto teorema di Caucny per le ordinarie funzioni 
. di una variabile complessa si richiede che U sia una funzione 
: 


monodroma continua e finita in tutia la regione 6 e che le sue derivate 
prime siano ivi finite e generalmente continue. In qual modo si possa de- 
terminare una funzione potenziale complessa nel caso in cui 6 sia 


1) Sulle funzion? cilindriche (Atti dell’ ace. d. se. di Torino 16, 1881, 
p. 201—205). 
2) Sulle funzioni complesse (Rend. del r. Ist. Lombardo 20,, 1887, p. 624 


—635; 24,, 1891, p. 1188—1195; 27,, 1894, p. 3: 
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limitata da una linea assegnata, vedri il lettore nelle due ultime note del 
BELTRAMI, ove @ esaurientemente trattato il caso in cui essa sia un’ ellisse, 

Noi non ne compendieremo i risultati, come non faremo pitt di un cenno 
fugace delle traduzioni da lui fatte’) e dei suoi lavori biografici*) e biblio- 
gratici*), ritenendo che il fin qui esposto porga gia un’ idea adeguata 
della somma dei contributi che egli diede, in circa otto lustri di ininterrotto 
lavoro, al patrimonio intellettuale dell’ umanita. 

Infatti, seaturisce dalle pagine precedenti non esservi quasi dirama- 
zione delle scienze esatte al cui progresso egli non abbia notevolmente 
contribuito: dalla geometria elementare alla teoria degli iperspazi, dalla 
modesta teoria delle sezioni coniche a quella delle funzioni pid elevate 
dell’ analisi, dai fondamenti della geometria alla teoria delle forme algebriche, 
dalle geometria analitica elementare alla geometria infinitesimale, dalla teoria 
delle equazioni a quella delle curve e superficie! Kd in ciascuna di queste 
svariate ricerche egli seppe adoperare i procedimenti pit consentanei alla 
natura del soggetto, palesandosi pienamente padrone tanto dei metodi 
astratti dell’ analisi, quanto di quelli che i geometri ricavarono dalla 
intuizione spaziale; in tutte egli seppe scoprire la via che mena al midollo 
della questione trattata, e condurre i propri lettori con mano cosi esperta 
e sicura, con passo cosi scevro da tentennamenti ed incertezze, da far 
nascere in essi I’ illusione che essi avrebbero potuto fare anche meno di 
una guida tanto sapiente; strana illusione che solo e capace di produrre 
l’ arte pid perfetta, che, ove tutto fa, meno si mostra! 

La matematica é un’ arte ed una scienza ad un tempo, dice una mas- 
sima antica; se tutta |’ odierna letteratura matematica venisse ad un tratto 
a scomparire, e sole superstiti rimanessero le opere del BELTRAMI, la ve- 
rita di quel principio sarebbe sufficientemente dimostrata. 


Genova, 21 Aprile 1901, 


1) Giornale di matem. 11, 1873, p. 153—179; Annali di matem. 6,, 
1875, p- 153—215. 


2) Atrrepo Ciesscu (Giorn. di matem. 10, 1872, p. 347—349); Domenico Cur- 


tint (Id. 16, 1878, p. 345). Commemorazione di D. Cuerix: (Collectanea mathe- 
matica p. 1—XXVIID. Exrico Berti (Rendic. del circolo matematico di 
Palermo 6, 1892, p. 245—246). Ernesto Papova (Rendic. della r. ace. dei 
Lincei 5,:1, 1896, p. 284—285). — Francesco Brioscur (Ann. di matem. 26,, 
1897, p. 343—347 e Rendic. dell’ adunanza solenne della r. ace. dei Lin- 
cei, 12 Giugno 1898). Sorpnus Lis (Rend. della r. ace. dei Lincei 8,:1, 1899, 
p. 281). — Parole dette in onore di Lorv Kexviy (Ivi p. 419—420). 


3) Giornale di matem. 1, 1863, p. 319—320 (Cuetini) e T. VIL, 1869, p. 29 
11 (Casorati); veggansi poi nei Rendiconti dell’ ace. dei Lincei le parole di 
presentazione per parecchie opere offerte in omaggio. 
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Kleine Mitteilungen. 


Kleine Bemerkungen zur zweiten Auflage von Cantors ,,Vorlesungen iiber 
Geschichte der Mathematik“. 


Die erste (fette) Zahl bezeichnet den Band, die zweite die Seite der ,,Vorlesungen“. 
BM = Bibliotheca Mathematica. 


Uber die Bemerkungen zu den Biinden 1, 2, 3: 1—2 der ,,Vorlesungen“ siehe 
S. 351—360. 


$:521. Die Worte: ,eigenthiimlich genug, dafs ein Schriftsteller des 

18. Jahrhunderts uns einen bisher unverstandenen Ausdruck des 13. Jahr- 

hunderts deutlicher machen mufste‘S sollen unserer Ansicht nach in Fortfall 

kommen, da es wenig wahrscheinlich sein diirfte, dafs die ,minor guisa* des 

Leonarvo Pisano wirklich ,,welsche Praktik“ bedeutet (vgl. BM 25 1901, 8. 144). 
G. ENEesTROM. 


$:636—-637. Herr Canror lenkt hier die Aufmerksamkeit auf eine in 
den Opera des JoHANN Bernouttr vorkommende Aufgabe aus der Wahrschein- 


lichkeitsrechnung, deren Sinn nicht ganz deutlich ist, und giebt eine Erklirung 
derselben. Mit dieser Erkliirung sind wir einverstanden, aber wenn dieselbe 


‘mas . ; . , as . : 1+n : 
richtig ist, mufs wohl die gesuchte Wahrscheinlichkeit nicht 54+ 3n? wie 
z o on 

» 
BerRNOULLI angieht, sondern ~ 13 sein. In der That bemerkt Brernou.ii 
7 . ov-+- On 
selbst, dafs seine Lisung zu einem Resultat fiihrt, ,,quod paradoxum esse 
videtur™. G. EnestrOM. 


$:660. In Bezug auf Jouann Bernouttis Veriffentlichung einer Methode 
der Summierung der reziproken Quadratzahlen bemerkt Herr Canror: ,,Die 
einzige Erklirung dieser auffallenden Nachverdffentlichung kann darin gefunden 
werden, dafs Bernouttt durch Evter nur von dem Ergebnisse der Summi- 
rung Kenntnifs erhalten haben diirfte.* Das Wort ,,diirfte“ scheint uns hier 
unangemessen, da JOHANN Bernovuwi in seinem Briefe an Evuter vom 2. April 


1737 ausdriicklich sagt: cum primum [meus DanteL] mihi nominasset summam 

° ee oye e ° 

a te inventam e) praetereaque nihil mox ipse proprio meo Marte totum 
) 


detexi mysterium“ (vgl. Biblioth. Mathem. 1890, 8. 23). G. Enestré. 


3: 667. Beziiglich der Euterschen Abhandlung Variae observationes circa 
series infinitas (Comment. Petrop. 9) bemerkt Herr Canror, dafs in derselben 
I ; 


Bibliotheca Mathematica. LIT. Folge. IL. 29 
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449 G, Enestri, 
die erste uns bekannte Offentliche Benutzung des Buchstabens e fiir die Basis 
des natiirlichen Logarithmensystems sich findet“. Aber schon 1892 lenkte 
Herr Rupro in seiner Schrift iiber die Kreismessung (8. 53) die Aufmerksam- 
keit auf das Vorkommen dieser Bezeichnung im Bande 4 der Comment. 
Petrop., der 1740 erschien. Wir erlauben uns hinzuzufiigen, dafs die von 
Herrn Rupto citierte Seite nicht die erste Stelle dieses Bandes ist, wo die Be- 
zeichnung vorkommt. Schon auf 8. 146 benutzt Eunter sie, und zwar ohne 


: . ss - . . s—anxr acte 
jede Erkliirung, er sagt niimlich: ,quae integrata dat s = el a , 
seu e° (ce — ac) =s —ax+e—ac*; in der That kommt die Bezeichnung in 


Evers Briefen aus dem Jahre 1739 (z. B. an Gonpspacn und Jou. Ber- 
NOULLI) hiufig vor. Dagegen bezeichnet Euter noch im 6. Bande der Com- 
ment. Petrop. (gedruckt 1738) die Basis des natiirlichen Logarithmensystems 


mit dem Buchstaben ec. G. ENESTROM. 


3:689. Il convient de faire observer que la formule e*! = cos x + i sina 


a ete signalee sous la forme 
log (cosa + isin 2) iu 


déja par Cores dans l’Harmonia mensurarum (1722), p. 28. Voici le passage 
dont il s’agit: ,,Si quadrantis circuli quilibet arcus, radio CE descriptus sinum 
habeat CX, sinumque complementi ad quadrantem XH; sumendo radium CE 
pro Modulo, areus erit rationis inter EX + xcy- 1 et CE mensura ducta 
in Y¥—1.“ Voir IL. Torrcnenko, Histoire de la théorie des fonctions (1899, en 
russe) p. 527—528 et G. Vacca dans la Revue de mathématiques 4, 
1900, p. 65. 


3:695. Le développement du nombre e en fraction continue sous la 
forme 
9 


| 
=n 
= | 


a été trouvé déji par Cores. En effet sa Logometria (p. 7) publiée dans les Philo- 
sophical transactions 29, 1714, et reproduite dans l’Harmonia mensura- 
rum (1722) contient le passage suivant: ,,Dividatur 2, 71828 etc. per 1--- et 
rursus minor per numerum qui reliquus est et hic rursus per ultimum resi- 
duum, atque ita porro pergatur: et prodibunt quotientes 2, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 
6, 1, 1, 8, 1, 1, 10, 1, 1, 12, 1, 1, 14, 1, 1, 16, 1, 1, ete.“ Ce passage, reproduit 
par M. Peaxo (Formulaire de mathématiques 2:3, 1899), avait été observe 
déja par W. R. Hamivron (voir R, P. Graves, Life of Sir W. Rowan Hamt- 
ron t. III [Dublin 1889], p. 596). G, Vacca. 


3:774. Nachdem Herr Canror itiber die Schrift Flores geometricae (1728) 
i A 


Gnranpvi berichtet hat, bemerkt er, dafs derselbe Verfasser spiiter (1737) 








































Kleine Mitteilungen. 443 


is eine Sectionum conicarum synopsis herausgab. Aber nach Riccarpti ( Bibliot. 
te matem. ital. I, 624) ist die Synopsis nur eine Ubersetzung des Compendio delle 
n- sezioni coniche, der schon 1722 erschien, und gehért also eigentlich der vorigen 
it. Abteilung des 3. Bandes der Vorlesungen an. G. ENEsSTROM. 

yn 

e- 

1e 3:798. Herr Cantor giebt an, dafs in einer Schrift von L. Carré ein 


gewisser ,,Koenersma“ erwihnt wurde, und fiigt hinzu: ,,der richtige Name 
diirfte KoErsma sein“. Aber in der von Herrn Canror citierten Abkandlung 


in sagt Carré (S. 57): ,J’ai appris qu'un géométre nommé M. Korrsma [sic] en 
R- a parlé“, und, soweit uns bekannt ist, kommt die Form ,,Koenersma“ zuerst 
\- in der 1. Auflage der Canrorschen Vorlesungen vor. G. EnestrOM. 

1S 


$:848. Zeile 19 steht Ny = Ne —b8 —cy, aber aus der Figur geht 

x deutlich hervor, dals Ny = Ne —cy. Freilich trifft diese Anmerkung nur die 
Darstellungsweise, und ebenso kinnte man bemerken, dafs es vielleicht ange- 

messener gewesen wiire, statt des Ausdruckes: ,,Pd ist gegen das friihere Pd 
gewachsen* den folgenden zu setzen: ,,.Dd — Ce ist in Dd — Cy = Pd + cy 


um cy 


re iibergegangen.* G. ENESTROM. 
mn 
Ki 3:881. Den Satz, der in moderner Bezeichnung os <- lautet, 
? & ctou Ou ot 
hat Herr Cantor zum ersten Male in der Evterschen Abhandlung De infinitis 
n ; curvis ejusdem generis (Comment. Petrop. 7 |gedruckt 1740]) gefunden. 
i, Dals aber dieser Satz damals gar nicht neu war, sondern schon 1721 (Acta 
: Erud. Supplem. 7, S. 311) als ein Axiom angefiihrt und benutzt worden 
war, ist in dem Briefe yon Nrxotaus I Bernovuntir an Evier vom 6. April 
a 1743 hervorgehoben (Fuss, Correspondance mathématique II [1843], 8. 704). 
In diesem Briefe giebt BrernouLit einen geometrischen Beweis des Satzes, der } 
auch unmittelbar aus einer Stelle der Abhandlung Evercitatio geometrica de i 
trajectoribus orthogonalibus IL (Acta Erud, Supplem. 7, 1721, 8. 307—308) 
von Nrkoztaus IL Bernoutti hervorgeht. G. ENEsTROM. 
3:IV (Vorwort). Schon vor Mercator hatte Brices in seiner Arith- 
- metica logarithmica (1624) S. 4,21, ferner in der Trigonometria britannica 
- (1633), S. 52 den ganzzahligen Bestandteil seiner Logarithmen mit dem Namen 
t »Uharakteristik* bezeichnet (vgl. z. B. Wotr, Handbuch der Astronomie I, 5. 75). 
M. Koppr. 
t 
e 


Vermischte historische Notizen. 


Zur Optik des Robertus Lincouiensis. Ich habe kiirzlich bemerkt, dafs 

der von Herrn M, Currzr in dieser Zeitschrift 1,, 1900, S. 55—59 veréffent- 

lichte Tractatus Linconrensis de fractionibus et reflexionibus radiorum bereits 

im Jahre 1503 publiziert worden ist. Der Titel der kleinen offenbar sehr 
selten gewordenen Schrift lautet: 


¢ 
5 
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LIBELLVS LINCONIENSIS DE PHISI CIS LINEIS ANGVLIS ET 
FIGVRIS PER  QVAS OMNES ACCIONES NATVRA | LES COMPLENTVR 
| Holzschnitt 12 >< 9'/, em, einen radius reflexus und einen radius retractus dar- 
stellend|. 4°, 6 ungez. BL, letztes weils. 

Das Colophon auf Bl. 5° sagt aus, dafs das Biichelchen in Niirnberg ge 
druckt wurde: ,,...impressus Nurenberge Anno falutis MCCCCC- T+ Quarta 
Augulti®. 

Der Herausgeber war ANDREAS Sriporius, der auf Bl. 1° die Schrift dem 
Ratsherrn in Niirnberg Jon. FuxMAGEN widmet, wobei er dieselbe damals schon 
ein ,libellum ... rariffimum“ nennt. 

Panzer, Brunet und Grasse verzeichnen den Druck unter Srreorivs, 
ebenso der Cataloaue of the Crawford Library, was nicht richtig ist. 

Der 1503 publizierte Text stimmt mit demjenigen des Miinchener Codex 
lat. 534 ziemlich gut iiberein. Wahrscheinlich ist dieser ,,tractatus“ nur ein 
Teil eines grifseren optischen Werkes von Robert GrosseTreste, von dem 
sich weitere Stiicke in den Digby Mss. 98, 104,190 und 220 erhalten haben. 
Dieselben handeln de luce, de colore, de irvide. Vermutlich hat Roger Baco 
von dem 40 Jahre iilteren Bischof von Lincoln, den er als Gelehrten  aufs 
rerade in der Optik Manches gelernt. G. HeLuMann. 


c 
5 


hichste preist, 


Anfragen, 


96. Uber die Summierung zweier trigonometrischer Reihen. Be- 
kanntlich sind seit der Mitte des 18. Jahrhunderts die Reihen, deren allge- 
meines Glied yon der Form A, sin (@ + Bx) oder A, cos («@ + Px) ist, in der 
angewandten Mathematik von grofser Bedeutung. Fiir den Fall A, = 1 hat Ever 
in den Miscellanea Berolinensia 7, 1743, 8S. 133—-134, 142—143, die Summe 
einer endlichen Anzahl von Gliedern angegeben. Da aber der Fall « = O fiir 
die erste Reihe schon yon ARCHIMEDES ( De sphaera et cylindro I, prop. 22: 
Opera omnia ed. Hetera I, 8. 98—101) und fiir die zweite Reihe von 
SNeELLIUS (siehe Braunmitnt, Gesch. d. Trigonometrie I, 5. 240) erledigt war, 
und da man aus diesem Spezialfall leicht die Formeln fiir beliebiges « her- 
leiten kann, so waren die Euterschen Resultate im Wesentlichen nicht ganz 
neu. Auf der anderen Seite gab ArcnhiIMEDES seinen Satz nur in rein geo- 
metrischer Form an, und SNExwius leitete seine Formel her, nur um _ gewisse 
numerische Berechnungen zu erleichtern, so dafs man in keinem Falle von 
einer bewu/sten Summierung einer trigonometrischen Reihe sprechen kann. 
Dagegen konnte man yvermuten, dafs irgend ein Mathematiker des 18. Jahr- 
hunderts vor Eutrer die fraglichen Summen absichtlich gesucht und wirklich 
gefunden hiitte. 

Ist die Vermutung richtig, und wenn dies der Fall ist, welche Methoden 
wurden bei der Summierung angewendet? G. Enesrroo. 
































Recensionen. 


Moritz Cantor. Vorlesungen iiber Geschichte der Mathematik. Dritter 
Band. Zweite Auflage. Dritte Abteilung. Abschnitt XVIII (1727—1758). 
Leipzig, Teubner 1901. 8°, X S.+ 8. 493—923. Mark 12,40. . 

Im Vorwort zur ersten Auflage dieser Abteilung hat Herr Canror iiber 
die immer wachsende Sehnsucht berichtet, womit er seit einigen Jahren der 

Beendigung des dritten Bandes der Voriesungen entgegensah. Die Wahrhaftig- 

keit seines Berichtes war der aufmerksame Leser der genannten Abteilung 

auch selbst im stande zu bestiitigen, denn bei einem so hervorragenden Ver- 
fasser konnte an einigen Stellen die Behandlung des vorhandenen Materials 
nur durch diese Sehnsucht nach der Beendigung erklirt werden. In der That war 
man nicht selten versucht anzunehmen, dafs Herr Canror durch diese unangenehme 

Empfindung bewogen worden war, zuerst die Résumés der grifseren in Be- 

tracht kommenden Werke zu verfertigen, und sich dadurch ein Gerippe bildete, 

worin er nachtriiglich das Ubrige so gut, als es ihm méglich war, einfiigte, 
ohne Gelegenheit zu haben, das neue Material mit dem alten organisch zu 
verbinden. Es ist klar, dafs ein solehes Verfahren leicht dazu fiihrt, dem 

Leser mehr einen Bericht iiber den Stand der Mathematik an gewissen Zeit- 

punkten der behandelten Periode, als eine wirkliche Geschichte der Mathematik 

wu bieten, und dals es auch in Bezug auf die Darstellungsweise einige Ubel- 
stiinde mit sich bringt. In unserer Besprechung der ersten Auflage (Biblioth. 

Mathem. 1898, 53—-61) haben wir diese Sache mit Stillschweigen iiber- 

gangen und zwar aus dem Grunde, weil Herr Canror durch seine offenherzige 

Erkliirung im Vorworte seiner Schrift die Kritik im voraus entwaffnet hatte. 
Sehen wir jetzt nach, wie Herr Canror bei der Herausgabe der neuen 

Auflage verfahren ist, so finden wir — iibereinstimmend mit dem, was im 

neuen Vorworte ausdriicklich hervorgehoben wird —, dafs er zwar an Einzel- 

heiten die bessernde Hand gelegt, aber sonst die Darstellung unveriindert ge- 
lassen hat. Die Miingel derselben, die der Leser der ersten Auflage ver- 
ptlichtet war, als damals unvermeidlich zu betrachten, finden sich also in der 
zweiten Auflage wieder. So z. B. giebt Herr Canror 8. 750-—753 ein Résumé 
des Inhalts des 1. Kapitels der Jnstitutiones calculi differentialis, das miglicher- 
weise den Stand der betreffenden Theorie im Jahre 1755 charakterisieren kann, 
aber fast gar keinen Aufschlufs iiber die Entstehung der einzelnen Siitze bringt. 

Zwar weils der Leser des 3. Bandes der Voriesungen aus 8. 343—347 (vgl. 

8.755), dafs Jakos Bernoutit eine Formel hergeleitet hat, aus welcher un- 

mittelbar der Wert von 2(2”) hervorgeht; aus 8. 385—386 (warum fehlt 

8.753 der Verweis hierauf?), dafs Nicotr sich mit finiter Integration von 

Faktorialausdriicken beschiiftigte; und aus einigen Worten auf S. 753 kann 

man folgern, dafs bei Taytor etwas iiber die Differenzenrechnung vorkommty, 
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Da man aber aus dem Berichte tiber die Methodus incrementorum nur ersicht 
(vgl. S$. 381), dafs sich die Forme] fiir y’” dort findet, so hat man keine Még- 
lichkeit zu entscheiden, ob die tibrigen Stitze auf 8. 750—753 von Eurer 


n) 


selbst herriihren oder nicht. — 8S. 758—759 erfahren wir, dafs und wie der 
sog. Eutersche Satz von den homogenen Funktionen in den Jnstitutiones cal- 
culi_ differentialis bewiesen ist, ferner dafs EuLrer diesen Satz schon in seiner 
Mechanica (1736) fiir den Fall einer Funktion von zwei Veriinderlichen an- 
deutete, und dafs Fonrarne denselben Satz vor 1740 nachentdeckte; S. 888 

889 bringt uns noch <Aufschliisse tiber denselben Gegenstand, aber dafs 
Evier den Satz schon in der Abhandlung De linea brevissima in superficie 
quacumque dua quaelibet puncta jungente (Comment. acad. Petrop. 3 [gedruckt 
1732], 8. 120) fir eine homogene Funktion nullter Dimension, und in der 
Abhandlung De infinitis curvis ejusdem generis (Comment. acad. Petrop. 7 
gedruckt 1740], 8. 185) fiir eine beliebige homogene Funktion von zwei Ver- 
tinderlichen behandelt hatte, wird nicht erwiihnt. 

Auf der anderen Seite sind gewisse Punkte auch in der zweiten Auflage 
mit einer Ausfiihrlichkeit behandelt, welche wir nur in der Weise erkliiren 
kiénnen, dafs Herr Canror bei der Bearbeitung der ersten Auflage gewisse 
Stiicke so spit einfiigte, dafs es ihm unmiéglich wurde, das schon fertige mit 
Bezugnahme hierauf zu iindern. So z. B. ist die Evtersche Summentormel an 





vier verschiedenen Stellen behandelt. Zuerst begegnet sie uns 8. 657, wo ihr 
Vorkommen in den Comment. acad. Petrop. 6 erwiihnt wird, dann finden 
wir 8. 664—665 den Euvxerschen Beweis in den Comment. acad. Petrop. 8 
ausfiihrlich dargestellt, weiter 5. 683—685 einen ebenso ausfiihrlichen Bericht 
iiber den Mactaurtnschen Beweis im Treatise of fluxions § 828—831, und 
endlich 8. 764—767 noch einen Beweis aus den IJnstitutiones calculi differen- 
tialis, dessen Grundgedanke von dem des friiheren kaum verschieden ist; he- 
ziiglich der Entwickelungen 8S. 766 mag beiliiufig bemerkt werden, dafs die 
Herleitung der Koeffizienten der Summenformel aus dem Ausdruck ws = 
—e 
schon friiher von Mactaurin im Treatise of fluxions § 847 und von Ever in 
den Comment. acad. Petrop. 12 erledigt worden ist. — Ob die Eutrrsche 
Definition: ,die Summe einer Reihe ist der geschlossene Ausdruck, aus welchem 
sie durch Entwickelung hervorgebracht werden kann“, so wichtig ist, dafs die- 
selbe zweimal (vgl. 8. 692 und 734), und zwar beidemal in gesperrter 
Schrift dem Leser vor die Augen gestellt werden mufs, scheint uns auch frag- 
lich zu sein. 

Wir haben schon auf einen Umstand hingewiesen, der bewirkt, dafs man 
leicht irre gefiihrt werden kann, wenn man in der Schlufsabteilung der Cay- 
rorschen Vorlesungen genaue Aufschliisse iiber die Entstehung eines besonderen 
Satzes sucht. Es giebt aber noch einen anderen Umstand, der eine ihnliche 
Wirkung haben kann, wenn auch auf einem sehr beschriinkten Gebiete, niimlich 
die Folgerung, die Herr Canror stillschweigend oder ausdriicklich aus dem 
Datum auf dem Titelblatte der einzelnen Biinde der Comment. acad. Petrop. 
zieht. S$. 652 schreibt er mit Bezugnahme auf Evuters Abhandlung in den 
Comment. acad. Petrop. 5 (ad annos 1730 et 1731): ,Die Thitigkeit 
Evers auf dem Gebiete der Reihenlehre beginnt 1730. .. Wir sind nicht 
im Stande zu entscheiden, ob EuLter damals schon Kenntnifs yon Sr1rvincs 
gbenfalls von 1730 datirten Methodus differentialis besessen haben kann.“ 
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S. 760 bemerkt Herr Canror beziiglich einer Abhandlung aus dem Comment. 
acad. Petrop. 6 (ad annos 1732 et 1733): ,,Wir werden uns im 117. Kapitel 
iiberzeugen, dafs Euner schon 1732 von dem Dasein eines integrirenden 
Factors zum Mindesten eine Ahnung hatte“, und §. 882 hebt er ausdriicklich 


hervor, dafs die Zeit der Einreichung einer gewissen Abhandlung — aus dem 
Zusammenhange geht hervor, dafs er diese Zeit mit dem Datum aut dem Titel 
der betreffenden Veréffentlichung identifiziert —-, das Erfinderrecht ihres Ver- 


fassers aufser Zweifel gestellt hat. Aber Herr Cantor hat selbst 8. 843 
darauf aufmerksam gemacht, dafs eine in den Comment. acad. Petrop. ad 
annum 1728 publizierte Abhandlung sicherlich nicht vor 1729 in Angriff 
genommen wurde, und dafs dieser Fall gar nicht ungewoéhnlich war, lehrt uns 
die von Fuss herausgegebene, von Herrn Cantor vielfach erwiihnte Correspon- 
dance mathématique et physique de quelques célébres géométres du XVIII’ siécle 
(St. Pétersbourg 1843). Dort erfahren wir niimlich u. a. (If, 8. 18), dafs die 
erste Abteilung der Dissertatio hydraulica des Jouanxn Bernoutiit, die in den 
Comment. acad. Petrop. ad annum 1737 veroffentlicht ist, erst am 7. Mirz 
1739 eingereicht wurde, ferner (II, 5. 42), dafs die zweite Abteilung derselben 
Dissertatio, die in den Comment. acad. Petrop. ad annum 1738 gedruckt 
ist, erst am 31. August 1740 fertig war, und in einem Briefe vom 17. Juli 
1730 (II, 8.377) ersucht Gotppacn Dante, Bernoutit ihm mitzuteilen, ob 
ein [damals noch nicht redigierter] Artikel in den Comment. acad. Petrop. 
ad annum 1728 publiziert werden kénne. Unter solchen Umstiinden diirfte 
es kaum ratsam sein, die von Herrn Canror angewandte Methode zur Sicher- 
stellung des Erfinderrechtes zu empfehlen, und die Resultate, wozu er dadurch 
gelangt ist, sind also nur mit Vorsicht zu benutzen. 

Unter den ziemlich zahlreichen Druckfehlern der ersten Auflage sind zwar 
einige jetzt verbessert, aber viele derselben sind in der neuen Auflage stehen 
geblieben. Wir erlauben uns die von uns notierten hier aufzufiihren. §. 518 


Z. 20 statt 1682 lies 1683. — 8. 519 Z. 22 statt 1682 lies 1683. — 8. 584 
tere ae _— oo. . 1s. 1 . Aaa 

Z.23 statt 1737 lies 1637. — 8.649 Z.14 statt > lies —- — 8S. 666 Anm. 
statt 1739 lies 1737. — S. 667 Anm. 1) statt 1739 hes 1737. — 8. 689 
z.15 statt 27¥~*4 2%? lies otY-14 9-V—* — 8. 762 2.3. statt <1 
lies <a. 8S. 777 Z. 23 statt Christophle lies Christophe. — 8. 822 Z. 28 
statt Istituzioni lies Instituzioni. — 8. 823 Anm. 2) dieselbe Verbesserung. 

8.829 Z.17 ist nach dem Bruche der Faktor y’~*~! hinzuzufiigen. — 8. 845 
Z. 5 statt CB lies CP. — 8. 871 Anm. 1) statt Max les Mac. — 5S. 891 


Z.17 statt adv* lies adv’, 8.903 Z. 14 statt DE lies dE. — Auch 
der Schreibfehler ,,kiirzeste“ 8. 845 Z. 14, der den betreffenden Passus sinnlos 
macht, findet sich in der zweiten’ Auflage. 

Wenn wir also bedauern miissen, dafs die jetzt besprochene Abteilung der 
Vorlesungen zuweilen keine zuverlissigen Aufschliisse iiber die Entstehung der 
einzelnen Siitze und Methoden giebt, so scllen wir doch auf der anderen Seite 
anerkennen, dafs dieselbe eine grofse Anzahl von wertvollen historischen 
Notizen enthilt, und aus diesem Grunde freuen wir uns iiber das Erscheinen 
der neuen Auflage. Wir wiirden uns noch mehr gefreut haben, wenn sie als 
selbstiindige Schrift unter dem Titel: ,,Beitriige zur Geschichte der Mathematik 


1727—1758" erschienen wiire G. ENestTROM. 
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Neuerschienene Schriften. 


Das Zeichen * bedeutet, dafs die betreffende Schrift der Redaktion nicht vorgelegen hat 


Autoren- Register. 








Adam, 28 Enestrim, 47 
Anaritius, 18. Eukleides, 

Barbarin, 44 Fantasia, 8 

Beman, 38 Favaro, 2' 

Berberich, 64. Fazzari, 37 

Bjérnbo, 15 Frizzo, 21 

Bobynin, 3, 46. Fuchs, 58 

Boll, 14 Gauss, 42. 

Brillouin, 51 Gherardo Cremonese, 18 
Bryan, 50 Godefroy, 34 

Burkhardt, 35 Gravelaar, 24 

Cantor, 6, 7, 62 Halsted, 63 

Ceretti, 17 Hardcastle, Frances, 45, 
Cremona, 50 Hoffmann, 30 

Curtze, 18 Hultsch, 10 

Descartes, 2&8 Jahnke, 55 

Doolittle, 39 Jordan, 58 

Duran Loriga, 58 Joubert, 58. 


a) Zeitschriften. Allgemeines. 


Bibliotheca Mathematica. Zeitschrift fiir 
Geschichte der mathematischen Wissen- 
schaften. Herausgegeben von G. Enr- 
strém. Leipzig (Stockholm). 8°. [1 

2, (1901) : 2/3. — [Recension des Heftes 2, :1:] 
Zeitschr, fiir mathem. Unterr. 32, 1901, 282—2s3. 
(G. WERTHEIM.) 


Bollettino di bibliografia e storia delle 
scienze matematiche pubblicato per cura 
di G. Lorra. Torino (Genova). 8°. [2 
1901 : 2—3 

PU3HKO-MATEMATHYCCKIA HAYKH BL XOXb Xb 
passutia. shypnaas nsgzazaemnit B. B. bo- 
BHHHHHMS. Mocksa. 8°, [3 
1:7 —- Die physisch-mathematischen Wis 


senschaften im Laufe ihrer Entwickelung. Zeit- 
schrift herausgegeben von V. V. BoBYNIn 


Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathe- 
matik herausgegeben von E. Lamre 


und G. Wa renserc. Berlin. 8°. [4 
30 (1899) :1—2 Die Seiten 1—62 enthalten 
Referate der im Jahre 1899 erschienenen 


mathematisch-historischen Schriften 

Revue semestrielle des publications mathé 
matiques, rédigée sous les auspices de 
la société mathématique d’Amsterdam 
par P. H. Scnourr, D. J. Korrewee, 
J. C. Knuyver, W. Karreyy, P. Zeeman. 
Amsterdam. 8°. [5 
9:2 (octobre 1900 avril 1901) 


Kapteyn, 5 Peirce, 19. 
Klein, 41 Schmidt, M., 11 
Klimpert, & Schmidt, W., 12 
Kluyver, 5 Schoute, 5 
Koppe, 31. Simon, 13. 
Korteweg, 5 Sintzoff, 48 
Kotter, 40 Stark, 61, 65. 
Kutta 29 Sturm, 25 
Lampe, 4, 58 Suter, 16 

Loria, 2, 70 Tannery, 28. 
Mach, 9 Tichomandritzky, 52 
Mansion, 43. Vacca, 33. 
Mascheroni, 37 Valentin, 25 






Mehmke, 27 Wallenber 
Mittag-Leffler, 58. Wertheim, 22, 36 
Miller, Felix, 68, 69 Wolffing, 44, 49 
Netchajeff, 65 Zeeman, 5 
Papperitz, 20 


Cantor, M., Vorlesungen iiber Geschichte 
der Mathematik. Dritter Band. Zweite 
Auflage. Dritte Abtheilung. Abschnitt 
XVIII (1727—1758). Leipzig, Teubner 


1901. 6| 
8° XS. + 5. 493—923 (12, 40 AC] am 2? (1900 
[Kleine Bemerkungen:] Biblioth. Mathem. 2,, 


1901, 351—359. (G. ExnestrOmM, M. Curtzg, A 
Favaro, H. Revrger, G. Wertuxrm, H. Bos- 
MANS, F, MOuuER, G. VACCA.) = :1—2 (1900 

1901). [Recension oder kleine Bemerkungen:] 





Liter. Centralbl. 1900, 2170. (A. W...N.)- 
Zeitschr. fiir mathem. Unterr. 32, 1901, 284 
(G. Werrtuem.) — Biblioth. Mathem. 2, 


1901, 359—360. (F. Mtuuer, G. Enestroém, 
M. Koppr.) 

Cantor, M., Origines du calcul infinité- 
simal. Paris 1901. |7 
8', 258. — Bibliothéque du congrés internatio 
nal de philosophie. LIL. Logique et histoire des 
sciences 

Klimpert, R., Storia della geometria ad 
uso dei dilettanti di matematica e degli 
alunni delle scuole secondarie. Tradu- 
zione dal tedesco con note ed appunti di 
P. Fanrasia. Bari, Laterza 1901. [8 
8°, (7) + 824 + (1) + XS. — [4 lire.] 

*Mach, E., Die Mechanik in ihrer Ent 
wicklung historisch-kritisch dargestellt. 
Vierte verbesserte und vermehrte Auf- 
lage. Leipzig, Brockhaus 1901. [9 
8°, XII + 550 8S. — [8 4] — [Recension:] 

Naturwiss. Rundschau 16, 1901, 4883—489 

(E. Lampe.) 
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b) Geschichte des Altertums. 


Hultsch, F., Neue Beitriige zur iigypti- 

schen Teilungsrechnung. [10 
Biblioth. Mathem 2,, 1901, 177—184. 

Schmidt, M. C. P., Realistische Chrestomathie aus 
der Litteratur des klassischen Altertums. 1,2 (1900, 
1901). [Recension:] Biblioth. Mathem. 2,, 1901, 
$62—363. (G. Enzks1 ROM.) Zeitschr. fiir ma- 
them. Unterr. 32, 1901, 380—381. (E. Mryer.) [11 

Schmidt, W., Bericht iiber griechische 
Mathematiker und Mechaniker (1890 

1901). | 12 
Jahresber. itiber die Fortschr, der class. Alter- 
tumswiss. 108, 1901, 59—12s. 

Simon, M., Euclid und die sechs planimetrischen 
Biicher (1901). [Recension:] Mathesis 1,, 1901, 


199—200. (P. M.) — Bollett. di bibliogr. d. sc 
matem, 1901, 62—63. [13 
Boll, F., Die Sternkataloge des Hipparch 
und des Ptolemaios. [14 


Biblioth. Mathem. 2,, 1901, 185—195. 
Bjérnbo, A. A., Hat Menelaos aus Alexan- 
dria einen Fixsternkatalog verfalst? [15 

Biblioth. Mathem, 2;, 1901, 196—212. 


c) Geschichte des Mittelalters. 


Suter, H., Die Mathematiker und Astronomen der 
Araber und ihre Werke (1900). [Recension:] 
Bullet. d. se. mathém, 25,, 1901, 55—56. (P. T 

Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 1901, 62. [16 


Ceretti, U., Sopra alcune formole di 
matematici arabi. [17 
Rivista di fisica (Pavia) 2, 1900, 97—110; 3, 1900, 


107-120 
Anaritii in decem libros priores Elementorum Eu- 
clidis commentarii. Ex interpretatione GHERARDI 
CREMONENSIS edidit M. Curtze (1899). [Recen- 
sion:] Biblioth. Mathem. 2;, 1901, 363—3°6. (A.A. 
BJORNBO.) {18 


Peirce, C. S., Campanus. [19 
Science (New York) 13,, 1901, 809—811. 


d) Geschichte der neueren Zeit. 


Papperitz, E., Uber die wissenschaftliche 
Bedeutung der darstellenden Geometrie 
und ihre Entwickelung bis zur syste- 
matischen Begriindung durch Gaspard 


Monge. Rede. Freiberg i./S. 1901. [20 
8°, 24 8S. 


Frizzo, G., De numeris libri duo authore 
loanne Noviomago, esposti ed illustrati. 
Verona, Drucker 1901. 21 

8°, (7) -+ 174 8. — [8 lire. 

Wertheim, ., Die Logistik des Johannes 
Buteo. [22 

Biblioth. Mathem, 2,, 1901, 213—219 

Sturm, A., Uber den Ursprung der Be- 

nennung ,,Radius* fiir Halbmesser. [23 
Piblioth. Mathem, 2,, 1901, 361 Antwort 
auf eine Anfrage. 

Gravelaar, N. L. W. A., Stevins’ Proble- 
mata geometrica. [24 

Amsterdam, Wisk. Genoots., Nieuw Archief 5,, 
1901, 103—191. 
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Valentin, G., Uber den geometrischen 


Quadranten (1594). [25 
Biblioth. Mathem. 2,, 1901, 360. — Anfrage. 
Favaro, A., Galileo Galilei e Simone 

Mayr. [26 


Biblioth. Mathem. 2;, 1901, 220-223. 
Mehmke R., [Uber die Erfindung des 
logarithmischen Rechenstabes durch E. 
Gunter |. 
Zeitschr. fiir Mathem. 46, 1901, 383 Anfr: 
(Euvres de Descartes publiées par Cu. 
Apvam et P. Tannery sous les auspices 
du ministére de Vinstruction publique. 
Correspondance. IV. Juillet 1643—avril 
1647. Paris, Cerf 1901. [28 
4°, (6) + 708 + (1) S. 
Kutta, W., Elliptische und andere Inte- 
grale bei Wallis. [29 
siblioth. Mathem. 2,, 1901, 230—234 
Hoffmann, J. C. V., Der englische Philo- 
soph Hobbes als Mathematiker. [30 
Zeitschr, fiir mathem. Unterr. 32, 1901, 262—-67 
Koppe, M., Uber Huygens’ Nitherungs- 
methoden bei Kreis- und Logarithmen- 
Berethnung. [3 
Biblioth. Mathem. 2,, 1901, 224—229. 
Enestrém, G., Uber elementare Her- 
leitung von Maximalwerten. [32 
siblioth. Mathem. 2,, 1901, 360. Anfrage. 
Vacca, G., Sulla versiera. : 
Sollett. di bibliogr. d. sc. matem. 1901, 33—34 
Historische Notiz. 












Godefroy, M., La fonction gamma. Théo- 
rie, historique, bibliographie. Paris, 


Gauthier-Villars 1901. [34 
8°, VIL + 94 S. — Inauguraldissertation. 
Burkhardt, H., Entwicklungen nach os- 
cillirenden Funktionen. Bericht. Erste 

Hiilfte. [35 
Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 10: 2, 
1901, 1—176. 

Wertheim, G., Uber den Ursprung des 

Ausdruckes: ,,Pellsche Gleichung*. [36 
Biblioth. Mathem. 2,, 1901, 360—361. — Anfrage 

*“Mascheroni, L., La geometria del com- 
Nuova edizione pubblicata da 

Gr. Fazzant. Palermo, Era nuova 1901. [37 
8°, XVI + 152 S. — [2 lire] 

Beman, W. W., On the term ,,differential 

quotient’. 38 


Biblioth. Mathem. 2, 1901, 361 - Antwort auf 
eine Anfrage 


Doolittle, C. L., Some advances made in 
astronomical science during the nine- 
teenth century. [30 
Science (New York) 14,, 1901, 1—12. 

Kotter, E., Die Entwickelung der syn- 
thetischen Geometrie. I. Teil: Von 
Monge bis auf Staudt, 1847. 2. Liefe 
rung. {40 

Deutsche Mathem.-Verein., Jahresber. 5: 2 
1901, XXVIII 8. + 8. 129—486. — [14, 40 4d] 


Klein, F., Uber den Stand der Heraus- 
gabe von Gauss’ Werken. Vierter Be- 
richt. [41 


Gottingen, Gesellsch, d. Wissensch., Nachrichten 


passo. 
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1901: Geschaftl. Mitt. 12—15 [Wieder abge- 
gedruckt:] Mathem. Ann. 55, 1901, 139—142. 
Gauss, C. F., Werke. Band VIII (1900). [Recension :] 
Biblioth. Mathem 2,, 1901, 366—369. (F. ENGEt.) 

[42 

Mansion, P., Sur la géométrie non eu- 

clidienne de Gauss. [43 
Bruxelles, Soc. scient., Annales 25, 1900, A:104 
109. 

Wilffing, E., Bericht iiber den gegen- 
wiirtigen Stand der Lehre von den 
cyklischen Kurven. {44 

Biblioth. Mathem. 2,, 1901, 235—259 

Hardeastle, Frances, Report on the pre- 

sent state of the theory of point-groups. 
45 
British association, Report 70 (1900), 121—131 

Hoéprnnns, B. B., Jureparypa n ybaresn 
ueropin Maremarukn Bb XIX pbhrb. Cam- 
coub Iloan Tanuepu. [46 

Fiziko-matem. naouki 1,, 1901, 205—217. — 
Bonynriy, V. V., Die Litteratur und die Arbei- 
ter auf dem mathematisch-historischen Gebiete 
im 19. Jahrhundert. Samson Paul Tannery 

Enestrém, G., Bio-bibliographie der 
1881—1900 verstorbenen Mathematiker. 

[47 
Biblioth. Mathem. 2,, 1901, 326—350. 

Sintzoff, D., Bibliographia mathematica 

rossica 1899. [48 
Kazan, Fiz.-matem. obchtch., Isvjestia 10,, 1901 
»>S 

Wolffing, E., Abhandlungsregister 1900 
—-1901. [49 
Zeitschr. fiir Mathem. 46, 1901, 390—418 
Aus dem Gebiete der angewandten Mathematik 


e) Nekrologe. 


Eugenio Beltrami (1835—1900). 50 
London, Mathem. soc., Proceedings 32, 1900, 
1356—439 G. H. Bryan.) Giorn. di matem 
38, 1900, 355—375 Abdruck des Nekrologes 
von L. CREMONA 

Joseph Louis Francois Bertrand 
1900), {51 
Torino, Accad. d. se., Atti 35, 1900, 690—691 
Revue génér. d. se. 12, 1901, 115—124. (M 
BRILLOUIN 

Eugen von Beyer (? 
Charkof , Matem. obchtch., Soobchtch. 7,, 
20—22. (M. A. TrcHoMANDRITZzkY.) 

Otto Boklen (1821—1900),. 
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem 

Georges Brunel (1856—1900), 

mathém. 3, 


1822 


1899). 52 


1901, 58 

L’enseignement 1901, 237 
(P. BARBARIN.) 

Ferdinand Caspary (18531901). 
L’enseignement mathém. 3, 1901, 378 
E, JAHNKE.) 

Klwin Bruno Christoffel (1829—1900). 
Bollett. di bibliogr. d. sc. matem. 1901, 57 

George Francis FitzGerald (1851—1901). 
Nature 61, 1901, 445—447 
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Charles Hermite (1822—1901 ds 
Roma, Accad. d. N. Lincei, Atti 54, 1901, 99 —102 
Cu, JOUBERT Acta Mathem. 24, 1901, 395 

-396 G. MrrraG- LEFFr_er.) Journ. de 
mathém. %7,, 1901, 91—95. (C. JorpDan) — 
Journ. fir Mathem. 123, 1901, 174. (L. Fucus.) 
- Naturwiss. Rundschau 16, 1901, 333—335, 
348—350. (E. Lamps.) — Science (New York) 13,, 
1901, 883—885. (Ubersetzung des Nekrologes 
von J. J. DurANn LonieGa durch G, B. HALSTED.) 

John Viriamu Jones (1856-—1901). 
Science (New York) 13,, 1901, 997—998 

Albino Nagy (1866—1901). 

Revue de mathém, 7, 1901, 111. (V.) 

Henry Augustus Rowland (1848- 


1901), 


Naturwiss. Rundschau 16, 1901, 362—363. 
STARK.) 

Oskar Schlémilch (1823—1901). 
3iblioth. Mathem, 2;, 1901, 260—28i [mit ] 
triit]. (M. Cantor, mit Schriftverzeichnis 
G. Enestro6mM.) L’ensecignement mathém 
1901, 296. 

Franz Schmidt (1826 ?—1901). 63 
The americ. mathem. monthly 8, 1901, 107—110 
[mit Portriit] G. B. HALstTED.) 

Wilhelm Schur (1846—1901). 64 
Naturwiss. Rundschau 16, 1901, 450. (A. Ber- 
BERICH.) 

Alexandr Shbikowskij (1829—1900). [65 
Kazan, Fiz.-matem, obchtch., Isvjestia 10., 1900, 
B:39—46. (N. NETCHAJEFP.) 

Peter Guthrie Tait (1831—1901). [66 
Naturwiss. Rundschau 16, 1901, 462. (J. Srark 

- Science (New York) 14,, 1901, 77. 

John James Walker (1825—1900). [67 
London, Mathem. soc., Proceedings 32, 1:00, 
439—442. (R. T.) — London, Royal soc. Year- 
Book 1901, 225. 





t) Aktuelle Fragen. 


Miiller, Felix, Vocabulaire mathématique 
frangais-allemand et allemand-franeais, 
contenant les termes techniques employés 
dans les mathématiques pures et ap- 
pliquées. — Mathematisches Vokabula- 
rium franzésisch deutsch und deutsch- 
franzisisch, enthaltend die Kunstaus- 
driicke aus der reinen und angewandten 
Mathematik. Zweite Hilfte. Leipzig, 
Teubner 1901. [68 
8°, S. XI—XIIT + 133—314-+ 2 8 [11 A] 

[Recension:] Deutsche Litteraturz. 22, 1901, 
1178 a 

Miiller, Felix, Uber die mathematische 
Terminologie. Eine historisch-linguisti- 
sche Skizze. [69 

Biblioth. Mathem. 2,, 1901, 282—325 

Loria, G., Il catalogo internazionale della 
letteratura scientifica. 70 
Bollett. di bibliogr. d. sec, matem. 1901, 65—74, 
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Ernennungen. 


Professor A. Cuessin in Baltimore zum 
Professor der Mathematik an der ,,Wa- 
shington university in St. Louis. 

Professor A. D. Core an der ,,Denison 
university zum Professor der Physik an 
der Ohio state university‘. 

Professor Tu. Des Coupres in Géttin- 
gen zum Professor der Physik an der 
Universitit in Wiirzburg. 

Privatdocent J. Gerrter von ARMINGEN 
in Prag zum Professor der Physik an der 
deutschen Universitiit in Prag. 

K. E. Gurur zum Professor der Physik 
an der Universitit von Michingan. 

— P. Haac in Paris zum Professor der 
deskriptiven Geometrie an der polytech- 
nischen Hochschule in Paris. 

- Professor J. von Herpercer in Graz 
zum Professor der Astronomie an der 
Universitit in Wien 
— Dr.P. Janer zum Professor der Physik 
an der Universitiit in Paris. 

— Professor G. Jaumann in Prag zum 
Professor der Physik an der technischen 
Hochschule in Briinn. 


Privatdocent G. Kowatewsk1 in Leipzig 


zum Professor der Mathematik an der 
Universitit in Greifswald. 

Dr. J. G. Love in Cambridge U.S.A. 
zum Professor der Mathematik an der 
Harvard university“ in Cambridge. 

Professor J. G. MacGregor in Hali- 
fax zum Professor der Physik an der Uni- 
versitiit in Edinburg. 

- Dr. H. C. Morene an der ,,Clark uni- 
versity‘ zum Professor der Mathematik an 
der ,,Leland Stanford university“ in Cali- 
fornien. 

— Dr. F. H. Seares an der Universitiit 
von Californien zum Professor der Astro- 
nomie an der Universitit von Missouri. 

— Dr. O. M. Srewarr an der ,,Cornell 


university“ zum Professor der Physik an 
der Universitiit von Missouri. 

— Professor Cu. B. Tuwinc am_ ,,Knox 
college‘* zum Professor der Physik an 
der ,Syracuse university“. 

Professor R. W. Woop an der Uni- 
versitiit von Wisconsin zum Professor der 
Physik an der ,,Johns Hopkins university* 
in Baltimore. 


Todesfille. 

Ferpinanp Casrary, friiherer Ober- 
lehrer am Humboldt-Gymnasium in Ber- 
lin, zuletzt bei Siemens und Halske in 
Charlottenburg angestellt, geboren in Un- 
ruhstadt den 29. December 1853, gestor- 
ben in Berlin den 17. Juli 1901. 

- €. S. James, friiherer Professor der 
Mathematik am ,,Bucknell college“, ge- 
storben den 8. Juni 1901. 

Joun Professor der 
Physik am ,,University college of south 
Wales in Cardiff, geboren in Pontreporth 
bei Swansea 1856, gestorben in Genéve 
den 2. Juni 1901. 

Ianaz Kiemencic, Professor der Physik 
an der Universitit in Innsbruck, geboren 
in Treffen (Krain) den 6. Februar 1853, 
gestorben 1901. 

Franz Merve, Professor der Physik 
an der Universitit in Marburg, geboren 
in Grossenliider den 11. Miirz 1832, ge- 
storben in Marburg den 17. Miirz 1901. 

Henry Truman Sarrorp, Professor der 
Astronomie am ,,Williams college“ in 
Williamstown, Mass., geboren in Royal- 
ton den 6. Januar 1836, gestorben in 
Williamstown den 13. Juni 1901. 

— Writer Scuur, Professor der Astro- 

nomie an der Universitit in Gottingen, 
geboren in Altona den 15, April 1846, 
gestorben in Gottingen den 1. Juli 1901. 

James Hampuin Lehrer am 


Viviamu Jones, 


SMITH, 
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Caius college“ in Cambridge, gestorben 
1901. 

Wintiam Watton, friiherer Professor 
der Mathematik an der Universitit in 
Cambridge, geboren in Pendleton bei 
Manchester den 16. September 1813, ge- 
storben in Little Shelford bei Cambridge 
Maic?) 1901. 

Orro Wiepesurc, Professor der Physik 
an der technischen Hochschule in Hanno- 
ver, gestorben den 30, Juni 1901, 34 Jahre 
alt 


Demniichst erscheinende mathematisch- 
historische Arbeiten. 

Kine italienische (hersetzung von 

W. W. R., Account of the history 

of mathematics durch D, Gamnrou1 in Mai- 

land ist 

aussichtlich am 


Baus 


unter der Presse und wird vor- 
Ende 


dieses Jahres er- 


scheinen 


Vorlesungen iiber Geschichte der 
Mathematik. 

At the ,.Cornell university“ 
Prof. G. A. Minver has 
summer session (July 5 
lectures (five 


Ithaca 

delivered in the 
August 16") a 

course of hours) on the 

history of mathematics. 

At the .Columbia university“ 
Prof. D. E 


academic 


New 
Svrra will deliver du- 
1901 1902 a 


course (two lectures each week) on the 


York 
ring the year 
history of mathematics 
This course is designed to give a gene- 
ral view of the historical development of 
the clementary branches of mathematics 
arithmetic, algebra, synthetic and ana- 
lytic geometry, trigonometry, and the dif- 
from the 
The rise 


ferential and integral calculus, 
earliest times to the present 

and growth of the higher mathematics, 
chiefly in the 19% 
| riefly be considered 


century, will also 


Mathematikerversammlungen im Jahre 
1901. 

Lh utsehe 

Die Jahresversammlung der Deut 

fand 


28. Septem- 


Mathematikerversammlung 


L901, 
schen Mathematiker - Vereinigung 
dieses Jahr zu Hamburg 22.- 
ber statt, in Gemeinschaft mit der Ab- 


teilung I der 73. Deutschen Naturforscner 
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versammlung. Dabei wurden von den 
Herren W. Fr. Meyer, F. Kvery, A. 
MERFELD Berichte Stand der 
Encyklopidie der mathematischen Wissen- 
schaften erstattet. Herr P. Sricxer refe- 
rierte tiber die Entwickelung des Unter- 
richtshetriebes in der angewandten Mathe- 
matik an den deutschen Universitiiten, 
und Herr D. Hirserr besprach 
neuere mathematische Dissertationen, die 


Som- 


tiber den 


einige 


im Laufe der zwei letzten Jahre von seinen 
Schiilern verfalst Es wur- 
den noch Vortriige gehalten von den 
Herren A. Apter, C. V. L. Cuaruier, V. Erer- 
narp, W, Enert, F. Excer, J. Haun, FE. Harr- 
Hauck, FE. Jaunxe, R. von Liniey- 
rHaL, F. Lonnon, A. Marcuse, W. Fr. 
Meyer, G. Mirrac-Lerrrer, E. Miuver, 
F. Senmrime, P. H. Scnourr, H. Scavrerr, 
P. Sricxer, E. Srupy, J. Torka und E. Zer- 
In der Geschiiftssitzung wurde be- 


worden sind. 


wic, G. 


MELO 
schlossen, den Jahresbericht vom Band 
XI ab in ein monatlich 
Organ umzuwandeln, das neben dem )is- 
herigen Inhalte besonders noch Mitteilun- 


erscheinendes 


gen aktuellen Interesses bringen soll, und 
zum Herausgeber wurde Herr A. Gurzuer 
cewiihlt 

Mathematics at the British association 
meeting 1901, The British association 
met at Glasgow 1901, September 11''— 18", 
In section A (mathematics and physics), 
the president Mr. P. A. MacManon gave 
an account of the Mathematical society 
of Spitalfields (1717—1845), 
remarks upon the present state of mathe- 


made some 


matics and physics in Great Britain, and 
concluded by considering the work of a 
mathematical specialist in relation to the 
general advance of scientific knowledge. 
Several papers were presented, by Mr 
A. Cunntvesam, Mr. G. H. Darwiy, Mr. A. 
Go. Greennitt, Mr. R. W. H. T. Hvepsoy, 
Mr. G. Mrrrac-Lerrier and others 
Mathematics at the American associa- 
tion meeting 1901. The section A of the 
\merican association for the advancement 
of science held its meeting 1901 at Den- 
ver, August 24*—31, The program of 
the section consisted of 25 papers, among 
which were 10 on pure mathematics, 13 
on astronomy, and 2 on the metric system 
Mr. G. A. Mitrer read a paper On the 
history of several fundamental theorems in 
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the theory of groups of finite order and 
Mr. A, Macrartane gave an account of a 
proposed bibliography of quaternions and 
allied systems of mathematics. Other 
papers were presented by Mr. F. Cason, 
Mr. G. B. Hausren, Mr. L. E. Dickson, 
Mr. C. J. Keyser, Mr. A. Ewen, Mr. A, C. 
Smiru and Mr. J. I. Hureninson. The next 
meeting of the Association will be in 
Pittsburg June 28 July 3 1902. 

Session de Vassociation italienne ,,Ma- 
thesis* en 1901. La 2° session de L’asso- 
ciation ,,Mathesis‘*, fondée par des pro 
fesseurs de mathématiques aux €coles 
moyennes de l'Italie, a été tenue a Livorno 
17—22 aot 1901, en présence des mem- 
bres de association et de plusieurs autres 
professeurs. En premier lieu des rapports 
sur l'enseignement mathématique aux dif- 
férents établissements d’instruction (lycées, 
écoles techniques, Gcoles normales, uni- 
versités) ont été présentés par MM Bb. 
Berrint, G. Srorza, 8S. Orru-Carponi, A. 
Cont et G. Prrraretur Puis des com- 
munications ont été faites par MM. G. 
Loria, F, Giupice, P. Caminati, G. Vaitart et 
A. Papoa, Entin M. G. Peano a présenté 
i l'association un spécimen (8 pages in-8° 
dun dictionnaire mathématique qu il pré- 
pare en moment, et qui sera rédigé par 
lui avee le secours d'autres professeurs 
aux universités et aux écoles moyennes de 
l'Italie, 


Gekrénte Preisschriften. 
Gesellschaft der Wissenschaften in 
Gottingen. Herr Pu. Furrwineier in 
Potsdam hat fiir die Beantwortung der 
Aufgabe: ,,Es soll fiir einen beliebigen 


Zahikérper das Reciprozitiitsgesetz der 


l-ten Potenzreste entwickelt werden, wenn 
l eine ungerade Primzahl ist‘t den Preis 
bekommen. 


Preisfragen gelehrter Gesellschaften. 
— Académie des sciences de Danemark 
Concours de l'année 
1901. On demande une réponse bien 
établie & la question si, d’aprés la classi- 
fication ordinaire, chaque famille de cour- 
bes gauches contient des formes limites 
composées de droites. Dans le cas d’une 


a Kjdbenhavn. 


réponse négative a cette question, on de- 
mande de plus des recherches soit sur la 
condition qu'une famille doit remplir pour 
en contenir, soit sur Ja limitation éven- 
tuelle de quelques résultats trouvés au 
moyen de ces formes limites 


Vermischtes. 

Auf der Hamburger Naturforscher- 
Versammlung, September 1901, ist eine 
Deutsche Gesellschaft fiir Geschichte der 
Medizin und der Naturwissenschaften be- 
griindet. In den Vorstand ist u. a. Herr 
Ewin Woutwitt in Hamburg gewiihlt. Die 
Gesellschaft beabsichtigt eine Zeitschriit 
herauszugeben, deren 1. Heft voraussicht- 
lich Anfang 1902 erscheint. 

Am 31. Oktober 1901 konstituierte sich 
in Berlin eine neue wissenschaftliche Ver. 
einigung unter dem Namen ,, Berliner 
Mathematische Gesellschaft; zum Vor- 
sitzenden wurde Herr J. WeinGartex, zu 
Schriftfiihrern die Herren A. Kyrser und 
Kk. Jaunke erwiihlt; die Zahl der Teil- 
nehmer betrug 41. Im wissenschattlichen 
Teil der Sitzung sprachen Herr Wery- 
GARTEN ‘iber eine neue Ableitung des 
Hauptsatzes der Hetmnorrzschen Wirbel- 
theorie, und Herr Kyeser iiber die Be- 
griindung der geometrischen Proportions- 
lehre unabhiingig vom Axiom des Arcm- 
MEDES im Anschluss an Untersuchungen 
von H. Grassmany, R. Hoppe, K. Kuprrer 
und D. Hirpserr. 

Un congrés international d'histoire 
des sciences mathématiques, physiques et 
naturelles 
du congrés international des sciences 


, constitué comme 14° section 
historiques, sera tenu & Rome en avril 
1902. D’apres le programme, le congrés 
a pour but de discuter les questions d’im- 
portance principale pour le développement 
de Vétude de Vhistoire des sciences (p. ex. 
Vétablissement dune bibliothéque parti- 
culiére a cet effet), puis de donner lieu 
i. des communications s’y rapportant et 
i. des résumés des recherches faites dans 
ce domaine pendant la seconde moitié du 
19° sitcle. M. V. Cerruti présidera a la 
14° section et M. A. Favaro a la sous- 
section pour histoire des sciences matheé- 
matiques et physiques. 
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